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1. Inlelding

In felt zijn vrijwel 21le problemen, die 1n de mechanica optreden,
niet lineair, Deszlrniettemir worden de meeste onderzoekingen verricht
aan de gelineariseerde theorie, ten dele, omdat deze theorie voor vele
gevallen een goede henadering geeft, anderziljds omdat alleen met de ge-
lineariseerde benadering resultaten te berelker 7ijn. In de laatste de~
cennla zijn echter op het niet-lineaire getied sarmerkelljke vorderingen
gamaakt, die, naar het schijnt, noiz betrekkellji weinlg weordern toegepast.
Het is de bedoeling hier ultsluitend de theorio der gewone differeniiaal-
vergelijkingen te behandelen, daar enerzijis ou rniet-lineaire partlele
differentiasalvergelljkingen, die in de mecheuiz ontreden (gasdynamica,
plasticiteitsleer) veel gecompliceerder zijn, moar anderzijds quasi-
linealr zijin, zodat het karaktcr der te gebrulken nethoden sterk ver-
schilt van die welke bilj gewone differentiaclvergell jvingen worden ge-
bruikt.

Verder wordt, althang in de inleiding, e Leperkirnz gemaakt tob
systemen van dc tweede orde, danr hier een pancchouwelijke voorstelling
kan worden gogeven, die hl; s’stemcen van hogeve arde in het algemeer
Emnhbreaki.
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Hoofdstulk T

‘Agﬁamene,atellingen voor systemen van de twecde orde,

1. Lineaire stelsels,

Wij beschouwen systcmen differentiaalvergelljkingen in de vorm
d d
(1) a’%‘ = P{x,y) i ?‘%{- = Q(X:Y)

waarbij P en Q re¥le gehele Tuncties zijn en waarbij de punten P=0=0,
de singuliere punten van de vergelijking geisoleerd zijin, zodanig, dat
in leder elndig gebied van het (x,y) viak cen eindig santal van deze
punten liggen,

Nemen wij een singulier punt =2ls oorsprong O van het coordinaten-
stelsel, den zeldt in een omgeving van O

‘ Fd
(2) af,é. = ax + hy + szx,y)-

g%- = cx + dy + Q{x,7).
waarblj de¢ ontwikkeling von PE en QQ begint met termen van de tweede
graad.

Wij zullen later de stelling van Poincaré bewijzen, dat de baan-
Krommen van (2) in de omgoeving van de oorsprong worden benaderd (met
een ultzonderingsgeval) docor de baankrommen van het lineaire stelsel

vg%-zax+by.

%%um ¢x + dy.

indien ad - be #0 1is.
@n de baankrommen van het lineaire systeem:

(3)

g% = axX + by,
dv (3)
a% = X + dy.
te vinden, zoeken wij] eerst een linealre transformatle
| U =X + py (%)
{v = Yx + ¥y
met od -fy# O
zodanig, dat de vergelljkingen (3) overgran in
du
j 7E = Au (5)

( g% = hév.




 of wel

o (ax + by) + [{ex + ay) = A (ex
y(ax + oy) + efex + dy) = A {y=

Hieruit volgt

)('_‘— /\\/f> S C{ﬁ = 0
{ b e+ (G- 4,) 00 =0,
en evenzo
{(a—AE)X et =0
+ }— ’\ (: =
b Y (d-2,) 0.

Rqen %.2 7i3jn dus dc wortels van

) d- A} T 0

of  A-(24d) A +8d-bc=0,

Bv).

Wilj onderscheiden dus de volgende gevallen:

2

a) D = (a-d)® + 4 bc > O,
twee re€le wortels:
ad - be > 0 Aq en A, netzolfde telen,
>0
. . g -&e >0
De oplossing van Qetvergelijklngen iz el €0
A
u = C,l e i
Ast
v = C 3
2
De baankrommen zijn dus:
A
v = C.u AQ/ ’

D>0
en de exponent is positier, adt-de >0
71] hebben dus nevenstaand: gedaarte, ard >0
21ls wij !A2§ > 1Al kiezern. Het sin- 5

gullere punt heet een knoor.
Als
dus 2 +d >») beweegt het punt zichn var

A, en Ag velde positic? zijn,

i

de oorsprong af, de knoop is insta-

Ewmcoep, tmstafiel

(8)

(9)

(10)

biel, als a+d <0, dan beweegt het punt zich met toenemende t naar de

corsprong toe, her punt is stabiel,



e

Als ad - be < 0 hebben A, vn A, tegengesteld teken, de baankrommen

"2/,\1

V'ﬂlc.u .D)a

ad»--'?c <0
hebben dus de assen Ltoh agimptoten,

alleen u=0 en v=0 gmar door ¢& oor- g \N\\
sprong. Het punt is een zadelpunt, :

b) D <0. Wr

In dit geval zijn de wortels complex /y(/’w;\ )

Ay >0
S Aqﬂ M-,E*f'.l.}.
>\2 ’i}‘*g‘

en nek de bijbehorende u en v zijn toegevoegd complex,
Voer dus in de relile

YUy = é(’.l V),

*

v, o= %{u .- V),

du1 1A X
at =l A+ AV) = By ug bRy Y
av

qmi<f~‘.‘u‘;-/\V):&V—U—U
LA 2 P V1 2 Yq-

af ook

du 1 MUY
" -

1 =yt MU,

Verondaratel eecprsc, drl
M *‘:)“H//ul #, ¢ is.

Peze ver rgelijking integreren wlij door poolcoordinaten in te voeren:

e ope AY
i u1 = cee N
V‘1 = ¢ sin 5 .

Dan woprdt:

of



i
Ul
¥

'e baankremgen zijn dus spiralen,
voer A, > 0 18 het singuliere punt

&

instahiel, voer }k1< 1s het sta- \:::i} \égz
biel,
Als ,pwzo, dan zijn de wortels

zuiver imaginair en de vergelljking voor de baankrommen wordt:

f = const.

7ij z1ijn dus cirkels in het VsV g vlak, dus ellipsen in het X,y vlak,
Het punt heet een centrum,

¢) Indien P=g is,

zijn de wortels gelljk en de
transformatiec ucer de kanenisehe
verm werdt

g%}éa /\U..
z %% s U ¢ AV,

af
Cofax + by) ¢ plex # dy) = Afxx + (3V)
y(ax # by) + Bfox +dy) = &x +py + Alyx + Ey).
waarbl]j
(a-d)2 = -4bec en A = i%ﬁ
A en @ worden bepaald uit e D=0
| 2%Q<X‘+ cﬁ:: 0 J/
b o~ 2593 = 0, / / \tf;// «
¥ en & uits
By ok =

a-d kmoop
by~ b= B ‘
waarbij dus Yy en & nog een graad

van vrijheid overhouden.
Stel nog Av=w, At=T dan wordt de standaardvorm



«Huw

met als oplossing:

1 (! q

- -
U= C e, v=0C1T e4Da" of

W= u. In %/, + /s .u.

Bok in dit geval is d= ocr3nrong cer Knoop.
De figurern in het x,3 vlak entstcan vit de hier genoemde door =(licne
transformatie,

Toepossingen.,

1. Trillingen van een systeem met visceuze demping,
De beweging van een systeem, bestaande
uit eer massepunt, massa m, mct over-
constante C en demping D wordt beheerst
door de vergeli fking

-0

m#+R8x +0 %X =0,

waarbiy men ¢ en voor domping ook DyO is,
WiJ] vecren cerst dimensieloze grootheden in

b
© T

(= s

waarbi j u&m‘\/%

en - D
P em
en stellen
dx _
a’{' = ®
dy

- A 1
| NEE
PeT =AY
U S 2,
met A 5 i'§ ¥ 4,

Het gedrag van de wortels is verschillind, 2l conp=msce ¥ 22 07 f o
Y > € Aperlodieke gedempte trilling.
Ay e A, z1in beide negatief. A€ AL
[ o i
De nieuwe variavelern worden
((u=«x Ay,

4
Vom X o= .y,
( 2y



en het systeem wordb:

g%@ )\,ﬂ,i
g—%-m /\QV
Aqt Azt‘
met de oplossing: u = C..c s V.= Che
A }\ tA 2
v=Cu 1 2/x, > 1.
Het punt is een knoonpunt, Do basr-
krommen raken allen nun de 111 u=0,

dus x= A.y Met toencmende © 1201
Eéen m naar nul, het punt in de

phaseruimte gaat dus naar de oovr-
sprong toe, de trilling is gedempt

a0 aperiodick

In het geval ¥ <2
cirkels toegevocgd complex,

ziin de twee

®: nieuwe variabelen worden

Um X - ALY
1
V= X - Kgy,

ZiJ zijn toegeveegd complex.
Voer dus in

S Vg = % (u + V) = X ol

Y e P
1 -1y Vil g
en daarna poolceoordinaten:
u C0R A
= - 0 i
,‘ L8
v,= pow ¥
Dan wordt de vergelifting voan de barnkrommen in de pheserulmte
-y
o= C.e
Y b a .
waarblj u = ———a— ., /
k et 1 ,m\
ok hier komt het punt terslott: tot
o f f g fm

rust, mear beschrljft cen spiranl,
zodat het eerst oneindis dilkvijle om
de oorsprong heeniooon, de trilling
is periodielk en gedempt.

In het gevxl
naar de ocrsp

aperiodieke
nilen

oo leen

’J

grensgeval, de baankrommen lopen
aan een lijn,



-8-

2. Teillingen van een syat-cu met een niet lin--ire olastlsche kracht,

Hes vorive vaorkoeld wnvw een licezirzc vergelrytiug, de methode is

asehter cven goud Teuikborr voor uiels lineire celilingzen,

Beschouw eev toilling mes wiod Min~iee olasyacitelds
. L)
mX - ce(x) =0 ‘!

of, als wij 9%;) = (%) sfcllen :
I+ f(x) =0 o

Hierbij is £(0) = O, -

Ontwikkeling naar X geefl?t e

n

|
v A e
r(x) = Ak o+ xT o+ ‘

Integratie van de vergelijking geeft de energlevergelljking

E 2 - ~ 4 :
3 0+ J Mu) ey = €

2

waarbij v = X.
T+ ds pheseruimte =i n 4o troanetoricr dun Ac niveaukrommen van de

funetia

2

B(r,0) = . 90+ V(¥)

.
waarblij V(x) = ( F(x) dx ees gegoven fooecie da,
y
De singuliere punten von hoo stelae’ . o
e

“h e

B

i

—~

>4

il
\

zijn de extremen van de tunctic U(x,y'. ~ ' %
Z1J liggen op de x as, ¥ :
De baankrommen kunnen direct worder
getekend: dnor zar een hulpdlagran

de wearden vrn h-V(x) %¢ ortlenen,

Heeft V(x' een minimum dan liggen ~ 7
MV""

voor dit minymuir hun gesloter baa-- e

krommen, el punt 18 voor hel oppers
vliak E(x,v) een elliotisch punt, cen ruia” . i 2 ximum 1s éen hyperbo-
lisch purt,
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2. Algemene theorie van het gedrag van niet-lineaire differentiaalver-
gelijkingen in de omgeving van een kritiek punt.

1. Het existentiebewljs.

Wij beschouwen een systeem van de vorm:
dx1

ar= (kg ox,e)

dx2

I = fg(xq...xn,t)

dxn ) -

T = fn(xq,...xn,t)

dat wij in vectorvorm schrijven

g%,= T(%,t). (1)

Allercerst beschouwen wij de existentie van de oplossingen van dit
systeem.
Laat T een continue functie zijn van de vector X, In dit geval heeft
het systeem (1) een oplossing, die voor t=0 de waarde @ aanneemt,
Dit bewljzen we met de methode van Picard, waarbij de vergelijking
wordt omgezet in een integraalvergelijking

t

X =a +Q[ (%, dx .
o}

W1j beschouwen het systeem van opvolgende benaderingen

4
|9

§£+1 = 3 +~[ T(iﬁ,f)dt
o Eo=§

Om schattingen te kunnen maken, voeren wij 1n de maat voor de vector
Hz i =lzl +...+lz ) .
Dan is £
N LG T
O
Laat T(Z,t) continu zijn in het gebied R

Hz - allgr

Dan is ook HWT(Z,t)|} continu in dat gebicd en heeft dus cen maximum M:



“D

HT(Z,t)ll € ™
 Den geldt .

nng - a)) £ Mj dl = Mt
0 ¢
zolang Mt<L r, 1igtnxn+q - all in R,
Om de convergentie van de rij X4 te bewijzen, onderzoeken wij de
reeks: o0
Xo ¥ P (Xpyq = %)
N=
Nu is t
0

De continuiteit van T(x,t) i3 nict voldoende, or moet nog ecn zekere
relatie bestaan tusscn ?(xn,t} - T(xp_q,T'),

NT(x,t) - T(7,t)H € clix - Fll

voor x ¢n y in R,

Dan is t
NTuy = Bl [ NTELT) - T(E,_L O ot <
0
£
< Cu{ ”?n* Xn~11}(1t
0
Nu is t
“—i’}‘;{'g“‘scj T(‘“,'t )(ir {Sim t, dus
o
t .
WX,-%, g e} 1X,-% || ox é;____:‘g_?___
0
en
N+ D41
T T e ClME
I x - e :
1 Fns1 nll £ (n+1)!

De reeks (é§h+1~ihﬂ convergeert dus uniform nu 0Lt < % . en de ri}
van vectoren X, convergeert tot cen vector X, die aan de integraalver-
gelijking voldoet.

De existentiec is hiermece bewezen, Ook 13 onder de gegeven voorwaarden

de eenduldigheid te bewijzen,

Denk, dat een twcede oplossing ¥ bestaat van de integraalvergelijking.
Daarvoor t=0 ¥ in R ligt en y continu is, ligt het voor zekere waarden
Qét»{tm nog in R.



" pan geldt:
¢ t

Nz . - g,rnzgjo NT(X ) - T(F)I dT . € f N%_-FW ot
6]

maar t
Iz, - 7 ‘j T ot -
o}

dus:

n+1, n+1
!¥§h+1 -5l Me t
(n+1)!
d.w.z.

“3—{ - ?H *——) Oo
dus V ¢n X vallen samen.

WiJ hebben dus bewezens
Als in een gebled R, waarvoor geldt ||x-all € r de vectorfunctie
T(X) voldoet aan:

NT(X) - T(Y)N € clX-FI, (met vaste c)
dan bestaat cr één en slechts J(n oplossing van c
g L T(%,¢)
die voldoet aan

voor alle waarden van t, dic liggen in Cr{(t, <
M = max || T(X)If in R.

Si=

s waarbi]

Door stceds verder te goan kunnen wij de c¢xistentie van de oplogsing
bewijzen weor cen veel groter gebicd en grotere waarden van t,
Passen wij dit toe op het lincaire systeem

ggn Aft)

waarbij A(t) een matrix is, dan blijkt e¢r een matrix Y te bestaan,
die voldoet aan

%%x A(t)Y

waarbij voor t=0

Y is niet sipgulier in het ibt:rvwl, want

= Y] = «xpf 51: L(T) a*tj
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De kolomvectoren ?i van duze matrix zijn oplossingen van de vergelij-
king e¢n hebben als beginwaarden

0
= 1 O
N (O) = [
1
t
!
O
29
De vector ¥y met beginwaarden N kunncn wij dus schrijven als:
“n

= i )
Yy = ‘?"iy o

n="

2. De stelling van Liapounoff.

Om hcet gedrag van het nict-lincalre systeem
d¥X _ w= 4
a—f = i(X,’L)
te beschouwen in de omgeving van cen singulicr punt, waar
T(x,0) =0
voor een zekere t, kiczen wij dit punt nls oorsprong van het c8ordi-
natenstelsel en leggen ©=0 op dit tijdstip vast.

Nu veronderstellen wij, dat wij T in d¢ omgeving kunnen benaderen

door ven lincaire functic van X

T(X,t) = A(L).X + g2(X,t) (1)

waarbij

t.‘._l___._%'f:‘;f*)” ~3 0 a1s Jxll—0
X

in zekere omgeving van x=0, e¢n A(t) continu is voor O £t £T.



L

Alleréerst beschouwen wij de klassieke stelling van Liapounoff voor

eindige t en leggen aan g(X,t) de voorwaarde op:

‘Eﬁfft)“ ~» 0 als Wxll =20
X

en wel uniform voor alle t met OLtLT.
We(x,t) - g(v,0)ll < clix-y /i

voor alle t en |JXH &L, |lyll € r, waarbij ¢ 30 als r 0.

Liapounoff onderstelt, dat g(X,t) voor X Il < r analytisch is en dat
de reeksontwikkeling begint met termen van de tweede graad. Dit geval
voldoet zeker aan de bovengenoemde voorwaarden,

Wij zetten de differentiaalvergelijking om in ecen integraalvergelij-
king met behulp van de ecnheidsoplossing Y van het lineaire stelsel.
Een oplossing hiervan, die voldoet aan de beginvoorwaarden y=a wordt
gegeven door

Stel nu

dan geldt voor U de differentiaalvergelijking:

5.0 v B av(Ea + Bt}
of wel:
% - v E(X,t)
en ¢
3 -f v(T)™ B(%.T)aT
O

T 5y +f (). v(t)! 2(F,T)aT

~0
waarbi]
v(t).v(t) " = v(t-1)
zodat T
X = ay +j ¥Y(t-1) g(%x,0)ay .
O

Wij beschouwen nu het iteratiesysteem:

t
X 4 = 2Y +f Y(t—t).g(i’n,t )at
it O



| éen latén eerst zien, dat als Jlall en T klein genoeg zijn lixnn be-
grensd blijft en daarna, dat X, convergent is,

Uit de recursie formule volgt:
£

Ux a0 & Nalt petl + divy j NE(E I dT.
O

De matrix Y is begrensd, bij clke T behoort een getal M, zodat
Yl < M voor 0Lt LT,
Dan 1is voor t«T

Hx, ol llall o+ M.j

O

t
WE(X,, T ) at .

Nu bewijzen wij, dat als Hall klein genoeg is dat er ook cen T is,

zodat
Mxn+4u.5 21llay M

als l!xnli € 2HallM,
Immers, blj voldoend kleinc jixH  is bij cen gegeven g
HE(X,, T ) <€iix Il < 2¢uall M.

dusg
}1Xn+,}ff$’fﬂff M+ 2T tlalt M,

Kiezen wij dus

T £ fl » «b passcn jjall 2an, zodat 2 Hlall M bij £ be-

hoort, dan 1is }!xn+q g 2uallm.

Daar onli < lalb M, is %, Il begrensd.,

Nu laten wij zien, dat de reeks convergeert:
t
%, ., - xntls;j 0 ¥(e=T) LN E(R,, T)-E(F, T Il dt

O

Volgens de voorwaarde, opgelepd aan § 1s, als }tEﬁN en itxn AUl beiden
kKleiner zijn dan r

NE(X,,T) - (XTIl & ¢ WX - % _ 1l
waarbij ¢ met ¥ naar nul gaat.
Dan is:

UXpeq = X € eMate max WX =X _ W,



;jiﬁjﬁfklain genoeg is, is
N o cMT « 1

en de rceks 2:(Xn+1 - xn)

convergeert,
De eerste benadering is:

b3 = 8Y,
&)

zodat wij voor ¢indige tijd gevonden hebben, dat bij cen oplossing ay
van het lincairc systeem cen oplossing van het nict-linesirc stelsel
behoort, dic voor t=0 dezclfde boginwaarden heeft, mits deze niet te
ver van de oorsprong af gekozen worden, Er is een inturval O €t «T aan
te geven, zodat deze oplossing in cen bepaalde omgeving van do¢ oor-
sprong blijft.

D¢ eerste term is dus cen benadering van de oplossing van dc diffe-
rentiaalvergell jking.,

3. Asymptotisch gedrag; stabiliteit,

Als wij het gedrag van de oplossingen voor oneindig grote t wil-
len onderzoeken, laat het boven bewezen klassicke theorema ons in de
steek,

Inderdaad, reeds in het cenvoudige geval, dat

g-}éa AX + E(X,t)

waarbij A constant is, is het punt x=0 onbercikbaar voor e¢en andere
dan de nuloplossing, Immers, de oplossing van heot lincaire systeem ge-
drasgt zich als o At en kan dus nict nul worden, als hij het niet is.
Voor het algemenc geval, dat A continu is, 18 hier nicts over bekend,
wWilJj beperken ons tot Spuciale gevallon: A is constant of A is een perio-
dieke matrix in t,
Allereerst de dofinitic van stablliteit in de zin van Liapounoff: Ecn
baankromme X (c) is stabiel L.0.v, een bupaalde familie baankrommen
als wij bij clke {‘)iﬁ een tijd T on cen ¥y >0 kunnen vinden, zodanig,
dat als

[t?}(o) - X(0)H<y (?i Uit de familic) voor alle t AT geldt

N%.(t) - X(e)h¢e .
De stabiliteit is asymptotisch, als voor 211 krommen ﬁﬂ uit de familie
geldt [I%,(t) - X(t)|{ —0 als t—pon.
Wij bewijzen nu eerst de fundamentcle stelling.
Als A cen constante matrix is en:



a) Elke oplossing van

-
gaat naar nul als € - o
b) ‘tg(xqt)”

0als Z 0
nwn -

¢) HE(X,,t) - B(Fpnt)ll & clE, %)
voor alle |Ixll en |ix,ll £ en alle t, waarbij ¢ —30 als r—3 0, dan 1is
de nuloplossing X=0 een stabicle oplossing van

5 - X C B

it

=

>

+
w
Fa)

03
Al

-

Wij zetten het stel differcntiaalvergeldjkingen weer om in de integraal-
vergell jking: .

X =7 +f ¥(t-T) g(x,T ) aT.

en zetbten

y
%y = 7 +i 25 )E(x,, THAT .

iﬁiolimibﬁifm Hyall « Uyl llalb. < M. {iall.

als a = x{(0) = y(0).
Dan 1is

t
Hx, 00 < (vl +f Hy(e-TH) e, Tl a%
e

£
L Modlall + gqj Ny(t-THH i x 1 aT
Q

als fjalf klein genoeg is,
Als nu geldt [Ix | <2M, Hall , den 1s ook

ltx_ .4 < 2Mija l,

N+
want

x4t LMHal + & .2M llall f HY(e-T )| da¢ <

8]

o0
£ Miel) +E .2 jaly j v(t-T ) RIT LM | aj
O

als || alj en ook € kluin genoeg zijn,
Daar voor n=0 de¢ ongelijkhceid geldt, geldt ze voor alle n,
Beschouw nu:



%E% (xn+ﬁ - %)

g
Psrmallg | TN NER,) - 87,0 4T <

]
t
< j HY(e-T)n. N -x _,0dt
(o]

alsl)xn“ < rqttxn‘qtf < r

_ oo
£ max N¥ % _,H..c j By(e-T)H)H aT .,
0 LTLE o)
@
Nu is achtcf‘j HY(e-T)H)H AL < M
0
¢n dus is

max |lx_ . . - X ]l € oM mnxlixn - X4 1.

Kiezen wilj r dus kleln genoeg, dan kunnen wij cM 1 maken ¢n is de
convergentle van de reeks bewezen,

De convergentle is zelfs uniform voor t» 0 en X, convergeert naar cen
functic x, die voldoct aan:

en dus ook aan dc¢ differentiaalvergelijking,
WiJj laten nu nog ziun, dat deze X voOor t ¢ OQ naar nul gaat.
Daar E(X,C) < g XM, is

fhxn < NW+5J HY(e-THI . lixljat .
O

Nu gebruiken wij het feit, dat als de oplossingen van de vergelljking
met constante coefficicvnten %% = Ay naar nul gaan, dat zc¢ exponentieel
naar nul gaan, '

Er is dus een constante a >0, zodat

“—:}'“ £ ¢ U”WE’

Ny(s-0)ll < ¢ 2(t=T)

Dan is

t
NX %) < o +5f SR at
a

dus [I¥X ¢ t“ wordt gemajoreerd door 4- oplossing van



Dus

NEH ge.e(a- &)t

Daar a>0 is, is ¢r ccn & , zodat a-grodus I x| 3 O, en Wel exponen-
tieel.

Voor het geval, dat A constant is en niet alle oplessingen van A naar
nul gaan, kan men geen stabiliteit verwachten, Wel kan men spreken

van voorwaardelijke stabilitelt, d.w:z. niet alle oplossingen binnen
een zckere omgeving van de nul-oplossing gaan naar nul, maar c¢r 1s

een varietelt van beginpunten, wzar de baankrommen, die daar beglnnen,
nasr nul gaan,

Dit wordt ultgedrukt in de

Stelling:

a) Als k karakteristieke wortels van A negaticeve redle delen hebben,
waarbl] k € n

b) ”—E’-g‘-‘m —> 0 als HXH —0
X

o) Ne(xy)-glx )l & clix, %, Il

voor }&an <r, lIx,ll € v, woarbiy ¢ 30 met r3 0, dan is er een k-pa-
rameter varieteit om do oorsprong, zodanlg, dat lederce oplossing 3
van de vergelijking

.

0K - AT + E(T,1),
welks beginwaarden op deze varletelt liggen, naar nul gaat,
Om dit te bewijzen, beschouwen wij weer de integraalvergelljking

X =9 +j Y(t-T) B(X,U) aT.

O

Om de oplossingen van d¢ lincaire vergelijking, die naar @ gaan te
glimineren, splitsen wij Y op in de som van twee matrices

waarbi]j Y@“(uij)’ ng(vij) en Uy is het deel van Vg dat naar nul

gaat en Vij het deel, dat nict naar nul goat,
Dan geldt ook
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en wij schrijven form@el)

<
+
Q,_,\%
x~<{
l
??
o~
jon
r{
+
<
no
cf
(-.‘
?
f"‘F
Il

(x,T)dT +

+j v, (¢-T)E(T,T)dT
Q

Merk op, dat de¢ laatste integranl, als zij bestaat, een oplossing is
van de¢ lineairc vergelijking.

OL—\
;4
’>?
—t
b=y
ﬂ
o
8
-
o
03

Wij kunnen hem dus samen nemen met v oen de vergeliljking

2 ©Q

¥ =7 +f v, (t- T)E(%,T)aT -J' v, (5-T)E(E,T)aT
0 € :
beschouwen, waarblj y cen speciale oplossing van het lineairc systeem
is.

Kies nu voor y een oplossing ult hut k-perameter systeeem, dat naar

nul gaat voor t—0 en laat |Jy(0){l klein zijn. Er is een &30, zoda-
- Ot
nig, dat|lyjl < b e E voor t2»0. Verder is c¢r cen 04 >0, zodat
-
”Y,]('E)” < de 't ln cen \'Xg, zodat ||y Y (0 < d,e Zt.
Neem nu weer
XO = ¥

O
%V +f ¥, (6-T)E(X,1)dT j v, (5-C)E(%,T)dT .
o t

Nu is 13x )‘iba Cxt, wij laten nu zien dat

— -Ql g
Hx, 1] & 2be
Immers: -
= o —a4(t-T) -aT O%( -‘E)
ngH &£ be + de,iﬁ e e at +2bdg‘? ¢ d“f

-0t

en voor voldoend kleine & 1s dit « 2be
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Toepassingen van de stelling van Liapounoff,

1) Het evenwicht van een electrisch circuit met een niet-lineair element,

WiJ beschouwen het nevenstaande

¢ircult, waar bij A een elec- R L -
trische lichtboog aanwezig is. g f;’ Es

De karakteristiek van deze boog, p Vi i Y
d.w.z. het verband tussen poten- C /@%%%f ¢
tiaal en stroomsterkte wordt ge-

geven door nevenstaande grafiek. _¥ 4

De vergelijkingen voor het circuit zijn;\\vh\/

V=L + y (1)

E=RI+V

av
I-i*Ca—E—

Eliminatie van I geeft voor 1 en V de vergelljkingen:

dv _ E-V-Ri
dt = TRC
di _ v-y(4
dt

Voor het evenwicht is

9]

VO@ = (10).

v mE*Rio

Bij de aangegeven vorm van de karakteristiek treden dus of één of drie
evenwichtspunten op,
Wij stellen nu:

WiJj schrijven de vergelijkingen in de eerste orde benadering

Y =y (o)« 35t

O



L

I~ .

- Dan wordt het gelineariseerde systeem

dv v
af"ﬁc"%-

g%'“ v o 3 14V
T-Jrar -
Wij introduceren dimensieloze grootheden:
Vo, R
45 7%
en meten de tijd met de tijdconstante RC.
_—""'-Rc‘t‘

Dan wordt het systeem:
F--3-7
%?«a(;-pfy).

waarblij A = RCC p: d¥
T R BT‘

Hierbij 1s X steeds positief, maar £ kan positief of negatief ult-
vallen al naar het punt in de grafiek,
De karakteristieke vergelljking 1s:

~1- -1
o« - XP- A

A%+ (1 +AP)A + X (P+1) = O

ApA, = - _‘Ltg‘._’?. + 3V (1-ap/foie,

Wij kunnen dus de wortels classificeren in een (&, ) diagram.
De scheldingslijnen tussen re¥le en comp th wortela vallen langs
. quﬂuhv

P-liaVe 1., 2
¢ o - VB

Binnen deze lijnen zijn de even-
wichtspunten focaalpunten.

Om de stabilitelt te onderzoecken,
beachouwen wlj het re¥le deel:

Q’Pf? 1= O,
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fﬁﬂ&t&n de lijnen zijn de wortels }eéel. Het product is positief, F’)~w1,
iﬁmar gijn dus de knooppunten.

Voor P £-1 is het evenwichtspunt een zadelpunt,

Voor <AP%-1, dus P( /Q( ontstaast dus een instabiel evenwichtspunt,
voor P <&-1 een zadelpunt. ¥
WiJj beschouwen nu het gedrag

van de drie of een snijpunten

van de lijn E-Ri=V met de ka-
rakteristiek.

In 1 is steeds :

‘%%IY‘} <1 R

en het evenwicht is stabiel als cok nog @ = % . g-;i > "6}

In punt 2 is F>= % . %ft £ -1, dus 18 2 steeds een zadelpunt,
Daarentegen 1s 3 steeds cen stabiel punt, want P >0,

2) Elastische stabiliteit van cen gedrukte kolom.

Wij beschouwen hier het sterk geschematiseerde geval van een kolom,
bestaande uit twee staven, die in een scharnler door een veer worden
vastgehouden, ecn een massa m in dat scharnier dragen. Veren in ¢ met
L P veerkracht f(x) en een spiraal-
veer (die de buigstijfheld na-

; bootst) werken de uitwijking te-
gen.
Cm‘ "7 +jA Het evenwicht geeft dan
l‘v P=V

-§+Vlsin8-§g=c089-0;

. M =2k 8 en de bewegingsvergellj-
king van de massa m 18 mx = F - £(x).

Neem aan, dat f(«x) = & x + ﬁ3x3, dan wordt de vergelijking

X
¥ - p Px - k arc sin /1

+ (ox +f3x3) = 0,
17-x"

Nemen wij alleen derde machten van x mee, dan krijgen wi]

m;(‘*%' (a‘i'-g T—- ﬂé’&k —B—)K = P
Stel even
2l P
&110“(*"?-*-‘[
b P
8, = D + -
2 310 1

dan wordt het evenwicht gegeven door:




uam

2k 2P by P 3
o+ - 5) x o+ ﬁ+—-—~¢--3—)x-0.
( 1 ) ( 31 1

Verwaarlozen wij, zoals in de linealre elasticiteitstheorie gebruike-
11jk is, de derdegraadsterm, dan krijgen wij:

& + %% - 2;—» 0.
Fm%--i'%.

als kritieke kniklast,
Wij beschouwen nu het dynamische problcem.

L]

R = V,

3
dv e TAq%Ep%
dF " m

Het evenwicht wordt gegeven door

v =20,
3
{—813(—&33( =
dus veO, X=0 of v=0, X =+ —

De benaderde vergelijkingen zijn in het cerste geval:

de wortels worden gevonden ult: v

,-a,%
3“ i ﬁ'{'— ¢ a.‘>0
'P < _‘pu&th
Is 31)(L dan zijn beide wortels zuiver imaginalr, wij hebben een cen-

trum, c¢en kleine verstoring van het evenwicht geeft een harmonische
teilling, is a, <0, dan ontstaat e¢en zadelpunt, het evenwicht 1s insta-
biel, Wij beschouwen nu het geval, dat 2, £0 maar aa,w. In dit geval




zijn er drie evenwichtspunten.
De twee anderen blijken dan centra te zijn.
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Methoden van Lighthill voor asymptotische
benadering van niet lineaire vergelljkine-n

In navolging van Lighthill (Phil.Mag.Ser. 7, vol. 40, p 1179) be-
schouwen wij een differentiaalvergeli jking van de vorm:

(x+&)FF + a(x)u = r(x) (1)

waarbij &£ een klelne parameter ig.

Voor = 0 ontstaat een lineaire differentiaalvergelljking, waarvan
x = 0 een singulier punt is, is &€ # 0, dan wordt de differentiaal-
vergelljking niet linealir en het punt x = 0 is niet langer een sin-
guller punt. Ver weg van het singuliere punt zal deze oplossing van
de lineaire vergelijking

e

x%% + g(x)u = r(x) (2)
een goede benadering (voor kleine €) zijn van de oplossing van (1),
dit 1s echter in de omgeving van x = O niet meer het geval.
Men kan de oplossingen van (1) proberen te verkrijgen door in (1)
te substitueren

- 2 3
uo=ug o+ Bu, + Euy +oE Uyt (3)

en door de co¥ffici¥nten van opvolgende machten van € nul te stellen.
Dit geeft het volgende systeem van vergelijkingen:

]

duO
=%t Q(x)u,O r(x)

du du0 (&)

X q(x)u1 = r(x) - U

3 L) . e ® “ ® ® 3 L L] ® L3

waarblj alle vergelijkingen voor x = 0 een singulier punt hebben.
Elke term van de reeks is dus singulier.

De methode, die Lighthill aangeeft, bestsat hierin om in plaats van
X een nieuwe conafhankelijke variabele t in te voeren, die nog nader
gespecificeerd kan worden en dan zowel u als x als reeksen in £ te
schrijven met co¥fficiknten, die functies zijn van t,
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2
x = x (t) + £x1‘t) + € xg(t) + ...

2
u = uo(t) + Euq(t) + € ug(t) S N

Substitutie geeft dan het volgende systeem:

e 2 2

1 1 ? =
(xo TEX, 4+ EX, + ..t EU + €T, 4 ...)(uo +Eeuf +etul + ces)
2 2.2, u 2
m_[(q +zx1q' + € xgq' + € x,q° + ...)(uO tEU, + ETu, 4+ R
2 i 2.2 ) 1 2.4
- (r-%xﬁﬂ-kaxgr +%ix4r +..@}E% +€x1+—£x2-¥.n3 .

waarult volgt:

x u! + qu =.rx!
o%o q 0 o)

T i - | . l!+r§ L. 1 LI LI %
xouy + xlqu, = -xul [ﬁqqu x} XaXy = QUXAHTX] ] -u ul-x,ul

? . . s . ® . « . ® ® 0 ® ° « ® ® @ . ° ° ® + - ® ® -

0 . ° e v ® e F e @ Y . . » . . ® ) ) » ® . - . o ® . ] . ® . .

Omdat voor x groot de gelineariseerde vergell jking een goede benade-
ring geeft, kiezen wij xo(t) = t.
Dan wordt de eerste vergelijking

H P
tuo + quo = T,
De oplossing van de homogene vergelljking
tv! + qv = 0O
= - ' q
is v vO.e:cg:>f,C dt

en die van de nlet homogene vergelijking wordt gevonden ult

gg(ua.expyf%dt) = %.exp“f% dt .

WiJ veronderstellen, dat g en r regulier zijn in een omgeving van
X = 0, dus ook van t = 0,

2
pmr‘ +]‘." +Y'X +o--
0 1% 2

Den vinden wij, dat 1in een omgeving van t = 0
= ~Ao
u, = R+ 0(t7709)

waarblj hier en in het volgende R een reguliere functie in t aanduidt.
HierbiJ 1is q, een niet-negatief geheel getal; in dit laatste geval
treden logarithmische termen op.

Uit de tweede vergelijking vinden wij op soortgell ke wijze
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a%—(u@xpf%dt) = %.expf%dt.[(r-—quo)x}l - (r'-q‘uo)xﬂxé - uul ~x113
Als x, = 0, wordt x = t en wij vinden

u, = R+ 0(t7%07T) 4 o(£72%"T),

1
Als wij nu in de reeks voor u de verhouding van opvolgende termen
beschouwen, dan wordt deze

£t
£~%

"er”l
T gt'ﬂ”qc

.

Yo
De convergentiestraal in € is dus O(t1+q0) en gaat voor g < O naar nul
toe met t.

Is q, >0 dan is de term t 90" erger dan t
_qo-g

-2q0-1’ maar in u, geeft z1]

een term t , zodat ook hiler negatieve machten van t verdwijnen.
Als U, een zelfde type singulariteit moet hebben als U, dan moeten
wij X, 20 kiezen, dat de factor

gr—quo)x% + (17"—que—ué)x,I - uoug
de vorm R + O(t"q0+1) heeft.

Neem eerst qoj>0.
Als uOn»At“qo, dan wordt x, bepaald door:

_ ~Qo -Qp -1 - 2 -2q4-1
( q At 70t ...)x% + (+qOAt + ...)x1 -A%q t e
dus
at %o
X1 oo - a;;—T o

Door volledige inductie bewijst men, dat
Xy = o(t™4%)

Wij vinden dus:
-
At 7O 2 -2 -

x =t + £~ E;?"T + ...) + e0(t7 %) 4+ £30(t 3q0) + ...
De convergentiestraal p» in de machtreeks naar g is dus 0(t%) in de
omgeving van t = 0O,
Dit 1s zeer belangrijk, want in het punt x = 0 is de reeks nu conver-
gent. Immers x = O correspondeert met

1

t =Be Mo .
en dus 18 p e t1o e €747 >c.
De eerste benadering is dus nu:

u = uO(t)

waarblj t de wortel is van de vergelljking
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et Y0

X=1t -
q,+

die voor t»0 in x overgaat.
Hierbij komen wij van positieve wearden van x. Er is een vertak-
kingspunt als HF = 0 of

q, €At =451
T “'é‘T»T""“
£ = (- Eéﬂn) o*':i

en voor positieve q, ligt dit niet op de positieve as,
Indien a, negatief is, is de analyse minder volledig,
Neem eerst qoﬁ -1, dan speelt in u, alleen de term z'qo'ﬂ een rol.
Het blijkt, dat men in dit geval de xj(t) constant kan kiezen, zodat
de reeks voor u uniform convergent 1s in een « cirkel voor alle z2 0.
Dit kan direct bewezen worden dcor te stellen x = t + &, u =v + @3,
zodat in de vergelijking voor v zowel de co¥fficiént %%-als de be-

kende term nul zijn voor v = ¢ = Q¢
%; b+ £(v+@)}%§- £ q(t+e) . (v+R) = r(t+o).
dus
&+ 3E =0, Ba(e) = r(e).
o« en (3 kunnen in een reeks naar ¢ ontwikkeld worden,

In de nieuwe vergell jking:

(t+en)§f + a(t).v = 2(t); 1y = o,

kunnen wij een uniform convergente machtreeks in € krijgen:

2
V_VO+£‘V1+£V2+...

Allereeratis:

- J2 dtj‘ﬁ— ef%. at

v (t) = e dt = tR + 0(t79° 10g)

waarbij Ao = 1 als A geheel is,
Verder geldt:
5 *f% dat f%. dt
= §
av{vje ) tvovj-ﬁ + Vavyoo e * vj_{gg

Door volledige inductie bewl jzen wij, dat

o

vy =R + o(t Gopg” I ¢y .

Elke vJ is begrensd als t-»0 e¢n de convergentie is wasrschijnlijk
wel uniform in t. Iedere oplossing heeft echter een gecompliceerde



singuleriteit ven t = 0, dus x =« , Dit 11 jkt echter niet Jjuist,

want de singuliere delen in de reeks Z:rjvj leveren factoren van de

orde 1@3“@.

Het zlet er dus naar ult, dat de convergentiestraal in £ de vorm

pagt;"¢ heeft, waarblj v= 2 voor q, =1 en v = 1 voor andere qge

Er kan dus een sigulag%}eit optreden vlak bij t = 0, zijn afstand
-const.a 'V

moet zijn O(e ).

Als voorbeeld geeft Lighthill de vergell jking
dv
(z + sv)ag - v =0

met randvoorwaarde v(1) = 1.
De oplossing is

z = v(1 + £€logv)
en het vertakkingspunt ls gegeven door %% = Q,
0 =1+ €logv + &

1+E
£

v o= €

z = e"q‘%(ﬂ —6.1%5) = - e'ﬁ'é

Samenhang met de theorie van de singullere punten

WiJ schrijven de vergell jking

(x+tu)§% + q(x)u = r(x)

in de vorm

d
3% =T -que=r  +r.x o+, -(qo+q1x + ..U

%‘%mx-kzu.

Het singuliere punt is gegeven door
X 4+ €u = 0

P o~ qu = 0

of wel in eerste benadering

£r r
X = - “”;;Eg pouo= -x§- .
9,779 o748
1"0 Ero
St&lumm+7€; Km-m‘i’;,

dan wordt het gelineariseerde benaderende stelsel:

%% = rﬁg =97

%% =L+ £ .



‘De elgenwaarden van het systeem worden gevonden uit

1 -A £
‘uo .
r, »qo—l

(1-2)(q +N + €r, =0 .

—9\2+(1—q)7»+q +é&r, = 0.

1
V( doy2 +eEr, .

lqm"‘ + T_{_—ég -
Er‘.«i
. Ao Qg - 7!+c;0
De bijbehorende eigenvectoren zijn
§1 = qO + 1 t? = £
=T 7o = -(1%9;)

De oploasingen van de yc *ﬁzlﬂkin? ziJo duss
= a(q +)e +Bg.e 9T

% = Ar,e* - B(ﬂmo)e'qof

.1

Stellen wij e* = t, dan wordt dit
£

Vo
H, ~q
T = A(g ).t Bg .t O .
E‘r
1
+0g -q
7= Arqt - B(1+a )t 0 .

Indien voor grote t €= t moet worden, moet A = ﬁ_j-ﬁ , dus
o)

Cq -q
T tl1 + loggt + B.g.t O
T"“
1‘

= T——-—- {’1 + T'_* logt} ~ B(1+q yt~% |
dus o ‘ } O

r’t - To
X&t+fm-t105t+Bt 0-—-(:4—-— R
Q o]

Is q0>0, dan 18 voor x = 0

t +eBt™ 90 = 0,
41
t = (»sﬁ)%” X

dus



»°

T, -q r,
3&—'———- O
u T B(1+q)t +q+q t +0(e) ...)
Uit de algemenestelling van Liapounoff voor analytische functies

volgt, dat de oplossingen van de complete vergeli jking ontwikkeld

kunnen worden in machtreeksen naar t (met log-termen) in de omgeving
van t = 0. €y

v
Ve -4, -
_¢ o {Zaf)“)t"}+ BEt 1+QO{Zb D §
£ i
1‘;‘ 1 'H'qo (2) v “Ag” ’H—q (2),v
R =gt { a, "'t }» B(1+q )t gfb t K_

Ty £
De hoogste singulariteit, dle optreedt, is de term t o 1+, zodat

s
het bezwaar, dat Lighthill door zijn methode opheft, al direct is ver-
dwenen. Hogerce benaderingen in € kunnen cirect gevonden worden door
het singuliere punt betcr te benaderen. De parameter t, die hier op
een natuurlijke wiljze te voorschljn komt, is in eerste benadering
identiek met de t van Lirhthill.

Voor 9 < 0 gaan de beschouwlngen onverminderd door, alleen is dan in
de omgeving van X = 0 1 ¢t =0(¢&).

«
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Toepassing van de methode van Lighthill.

Wij 1llustreren de methode van Lighthill aan de eenvoudige vergelilj-
king:
dy -
(x +£v) =ty o= 1.

Wij substitueren eerst
yo= 7 (%) + ya(x) s -,

en krijgen dan het systeem

dyo
g tVo =

0’0o
met als oplossingen:
Co
Vo = 1+ %
1 CO
Vo= - -
(0] X(_
waaruit volgt Cq CO 002
Vo= - - -7 .
1 * Zg 2%
In het bijzonder wordt: 2
C C C
v _1-_%-._.30 c
lim —1-= lim x X o 2XZ - 1im - “Eg s
X =0 o] x—0 1L 0 x— 0 2%
X

y
zodat de verhouding yyo naar oneindig gaat met afnemende x. WiJj kunne
dus nooit een uniform convergente reeks in x krijgen.
Met Lighthill voeren wij in:

i

¥ Vo(t) + Eyq(t) + € yz(t) Loeee

X = t-kExq(t) + 52x,

a(t) T

zodat de vergelijking
(x+€y) dy + (y-1) dx = 0

na ontwikkeling geeft



-

; . '
(t +ey, vexy +.. )y, €y, oo )0y, - 1+ € Yqeee) (1 +EX, co.)=0.

o

|
tyo + y0-1m0 — Y, = 1 +

1 1 t t t
EYq #q = - V¥ TRq¥o VoXq tRq =
Cy €2 Cq
= ';"g + "——3')_ + X,k ;:g

b

De algemene oplossing van de vergelijking

' -
ty,z e y,§ = U m
wordt voor m#1 .
L )
Vg = -mgT v T
voor me-l Vo om lﬁ%~3 + g .

Y

Indien dus de verhouding §1 eindig moet blijven, moet L zo worden
gekozen, dat zowel de term met 0¢=3 g1s £7°

t
Stel daartoe x,= %4 @ s Ky o= - é;'.

1 T 1 2
~ /‘|2 t

ars 20 L o x. B3 Cof
D&T?WOP\,T,.;-§+;T—+F(+-E)+;TE

in het rechterlid wegvalt,

O

<2
(@]

<

(1+) + gg {CO+2ﬁﬂ

c\‘d'

C
dus O n—'\,ﬁ - Oé,
Wij beschouwen nu het gedrag in de omgeving van het singuliere punt
van de vergelijking

g% = ;;e_y .

Het asinguliere punt wordt bepaald uit:

1 -9 =0
X‘*‘EymO
dus X = -¢ , y=1.

Stel dus y-1=u, X+E =v
dan wordt het stelsel:

du
i,

g% =V +EU,

met de oplossingen:

-t
u = Ae
% v = Jev- g ne="

of wel met T meﬁ



Sym"‘é'A/t
an~&*%§€+t »

zodat voor klelne £ en grote T x> TU.

Dit resultaat is in overeenstemming met het vroegere. Wij kunnen het
resultaat ook direct interpreteren, In het x-y vlak worden de baankrom-
men gegeven door de hyperbolen

(y=1(xe e + Sy-1tb=a

met middelpunten X= - £, y=1,

De asymptoten zijn y=1, x\\\iw\\\\\
X+3 & y=-3 £ . De tweede asymp- ‘ N\\“Ngztthzx:zzzzz,
toot gaat voor £ -0 over in i+ *--L~ - v -
de vy as en de baankrommen i
worden \
(y=1)x=A. e
Het is duidelijk, dat voor % X
x >2> & de hyperbolen allen .\
vrijwel sanmenvallen, maar voor ‘S
x=0 neemt de laatste hyperbool -7
gen ultzonderingspositie in,
Het snijpunt met de y as wordt cegeven door x=0, y= %? +1,

Dit wordt door de tweede benadering in de zin van Lighthill {die hier
exact i8) weergegeven.

Voor vergeli jkingen van de tweede orde gaat de methode van Lighthill,
die zeer algemeen is, onverminderd door,

Als voorbeeld neemt hij:

-
2

dv d=v dv
(x+&a¥ +&av);;§~+q a5 * SV = v,

Wij schrijven g% = U en stellen:

2
U= ou, +&u1 +&Uu, + —=-

( )
| 2
f

2

v . 4 -
s vm-fev1 + Vo ¥

f:}
Xm X +8X, +E£7%X, + =em ,
LX o= xg vexg + £

De verdere ontwikkeling verloopt volkonen analooy met het voorafgaande.

Volgens Lighthill is hier echter cen behandeling uitgaande van het
singuliere punt niet uit te vocren, Dit zullen wij nader onderzoeken.
WiJ hebben het stel vergelijkingen:

du . P-qu-sv
X © X¥tuteav



b

cof wel

g% = r-gqu-sv,

g%—u X+ €u + £av,

%% = u(x+ €u+ gav),
en zoeken weer het singuliere punt,
Hicr 1s echter een 1ijn van singuliecre punten, in de x,u,v ruimte:

X+ gu+ gavs=20
- qu - 8V = O,

waar het punt u=0 een uitzonderingspunt vornt.
W1j beschouwen nu de ontwikkeling in de omgeving van dat punt, dat
gegeven woprdt door

ro- 8v = 0, X + £fav = 0,

met als oplossingen
X = -§Eav
r

e, X+,..)=0.

o
UO "

ot TaX ... -v{

Hieruit kunnen Xo en v in een machtreeks naar ¢ worden ontwik-

PomVB=0. Vo= /s b, K= - £ b - - -
Wij nemen weer de ecerste orde benadering

%% = PKO)(X—XO)—Q(O)u-s(o)(v_vo)

dx
I = (x~x0)+£u +-€a(v-v0)
dv
=0
en stellen x-x = i, V-V =)
zodat het stelsel wordt:

%é mr‘(O).g - q(0).u-s(0).%

¢y
%mo.

De karakteristicke exponenten wordun gegeven door

1- A £ £ a
v'(0) -q(0)-A -8(0) = 0
0 0 - A

of wel
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)[)2*(4—q)7\ -Q- Er"(O)} = 0

met )1»-0 Ao=1 + —g%"—;g)l 3‘2= -a(0) - _&_%égz )

De bijbehorende oplossingen van het stelsel zijn

s(0)+er'(0 ' T ~%ﬁ

u = A(QEOH &Prgog)z B r'(0)e + C(1+a)e
~q

g“A8(8+U) ~-B (1+q)e’ —Cce

=& 0 0

A= 0 1+0(€) -q(0)+0(¢)

Stel weer et =t, dan zal voor grote t X ot worden 2ls Bw=

«®

il

Verder loopt de discussile vrijwel gelijk aan die in het vorige geval,

o3

Periodieke oplossingen, Cycles limites.

Wij hebben gezien, dat bij conservatieve systemen periodieke oplossine
gen bestaan om een evenwichispunt heen, Er zijn echter ook andere moe
gelijkheden, die wij eerst aan enige voorbeelden demonstreren,

dx

1) T +\7;2§;?’= {1-0" ™)

In poolecoordinaten

X = I CO8 fy s ¥ o= r gin i}

worden deze vergelijkingen

ax X 2 d I . L2
g =¥ +2(1-r%), gL = —x + L (1-r7).

3

Hieruit leiden wij af met xx + yy = rr

& g—gwﬂwr‘a,
en met (yx - xy) = rgéﬁ.

o= 1.
Verder levert integratie
dt = »1%-—:-,5
due ECt»tO) = log %;% )
en



*§

zodat 2t

Als t— ©O gaat r — 1, onverschillig of nu t=0 r >1 of r <1 1is, Daar
de hoeksnelheid van de voerstraal constant is, betekent dit, dat het
punt een spilraalvormige baan beschrijft, diec zich steeds nauwer aan-
sluit aan de cirkel r=1, Een dergelijke kromme, die als limietkromme
kan worden beschouwd, waar de baankrommen voor grote t onbepaald toe
naderen, is een "cycle limite". Deze "cycle limite" is stabiel, immers
vanaf belde zijden naderen de baankrommen tot het punt.

Indien PO=O is, kan A niet bepaald worden, Het punt r=0 is een even-
wlchtspunt voor de oorspronkelijke vergelijkingen, Het evenwicht i1s
instablel, d.w.z. zodra het punt

even uilt het evenwichtspunt is ver-

wiljderd, wordt %%J>O en het zal

zich er verder van verwijderen,

2) g%-: —y+x(x2+y2—1)
d 2,.2
E% = x+y(x“+y°-1)
of in poolcoordinaten
dr 2
FF = r(r°-1)
8= "/‘0
Ult de eerste vergelijking volgt
/‘l
r = -_——:EF 3
r_ -
. 0
waarbij A = ——
Co

als PO.<1, dan 1s A <0 e¢n

1
r = pe——e
V1+lA1621

zodat voor t— OO r —» 0.
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Als derde voorbeeld van limietcyclen beschouwen wij het systeem:
ax 2
FF =x(x we-1)2 _y
Y

e )2 + X

g—ﬁ- :y(x2+y -1

of in poolcoordinaten

de 2 2 d
I = r(r°-1) 33 = 1
dt 1 2
= . Stel rT=u,
dr r(rc-1)
o8t 1 1 4,1
= — - -
du u(u-1) Y u-1 (u-1)°
ot = 10@(323) L - log c.
""“‘Mg . € u- = C‘.G‘gt.
Voor u-1=v krijgen wij
1
(% + 1)e V= c.e?t,

Neem v klein, dus u~1 rast.
re=1- €&, vag-ﬂzhu~2£ ’ d.wW.Z., £ —y 0o,

r=71 18 een stabiele limieteyeclus,
re=1+ & ., Vo2 €.
t— - 0o,
2t
r>1. e 40, d.w.z., r is onstabiel,

De limietcyclus 1s dus "halfstabiel",
r=0 i8 een singulier punt en wel instabiel.

Algemene elgenschappen van 1imietcycli.1)

In het algemeen 1s het zeer lastig om limietcycli te vinden en algemene

ceriteris zijn er niet,

Er zijn echter enige criteriz, die op Poincaré teruggaan en die wij nu

bewl jzen,

Laat f=(f,g) e2n continue retle vectorfunctie zijn die gedefinieerd is

op een open begrensde deelverzameling D van het re&le (x,y) vlak.
Beschouw nu het systeem

D i WS wo W W e

1) Zie Coddington and Levinson: Ti~orv of ordinary differential equastions,

McGraw Hill, 1955,



‘%% = f(x,y)
g%———- g(x,vy).

WiJj veronderstellen, dat voor ledere to en ileder punt (%,Q) uit D een
ondubbelzinnig bepaalde oplossing P = (4>,ky) van het systeem bestaat,
zodat \P(to,§,'rg)=§'; k})(to,g,z)ﬁe is.

Een punt van D, waarbi] f=g=0 1is een critiek punt., Andere punten zijn
reguliere punten,

Het punt to op een baankromme C verdeelt de besankromme in twee halve
baankrommen, de ene wordt doorlopen voor t‘;to, de andere voor t.sto.
Onder een limietpunt Q van een halve baan ct verstaan wij een punt zo-
danig,dat een rij getallen tn bestaat, zodanig dat tn-—a OO yoor t-y
en dat P(t )= {x(tn),y(tn)j‘-ﬁ@l.

De verzameling van alle limletpunten voor een halve baan ct is cen 1li=-
mietverzameling L(C+). Dan geldt

Stelling 1.

als ¢t een positieve halve baan 1s, die 1n een gesloten verzameling K

is bevat, dan 1is L(C+) niet leeg en vormt een gesloten, samenhangende
puntverzamcling.,

Wij schrijven voor de oplossing x=w(t), y=\W(t) dan is ¢t de xromme
P =(P,y) voor t2t,.

Beschouw de oneindige puntreeks §£ (to+u), deze ligt binnen een afge-
sloten puntverzameling in het platte vlak en heeft dus deelreeks, die
convergent is tot een punt, dat in K ligt, want K 1s afgesloten,

+
L(c™)
Wij laten nu zien, dat L(C+) afgesloten is. Laat Q@ een verdichtingspunt
zijn van L(C+). Dan bestaat er zen puntrij Qne,L(C+), zodat d(Qn,Q)~4»O
als n—s 90, waarbij d(Qn,Q) de afstand van @ tot Q,, 1is. Voor iedere Q,

/l
bestaat er een t > n, zodat difp(tn)’%J<tn)’Qn} < =
€ > 0 bestaat een geheel getal N&’ zodat
d {\P(tn),QJ(tn), Qn} < &/2 en d(Qn,Q)<. £/2 voor n ) N.
Dan is ook

d {LP(tn)’\V(tn)’ Q}<g voor ny N .

is dus niet leeg.

. Dus voor elke

Dit betekent, dat QE.L(C+) want t -+ als n— 2. Elk verdichtingspunt
van L(CT) behoort dus tot L(cT)
Denk nu, dat L(cT)
Dan zijn er twece nilet lege, afgesloten puntverzamelingen,M g Ndie geen

enkel punt gemeen hebben, zodat L(CT) de som is van M en N. Daar M en N

, de limietkromme 1s afgesloten,
niet samenhangend is.

beiden begrensd zijn, hebben zi1j een eindige afstand $ . Daar de punten
van M en N limietpunten zijn van C+, bestaat er een willekeurig grote t,
zodat P(t) binnen een afstand 5/2 van M ligt en eveneens een willekeu-
rig grote t, zodat de afstand tot M groter is dan 5/2. Daar de afstand



d(P,M) van ieder punt tot M een continue functie is, en daar de coor-
dinaten van P continue functies zijn van t, bestaat er dus een getal-
lenri] itn} , zodat d iP(tn),M}= &§/2. De puntrij P(t,) moet een deel-
rij bevatten, die tot een punt Q convergeert, dat een limietpunt van
¢* moet zijn. Dus Qe L(ct) en a(Q,M)= $/2, Dan ligt Q echter noch in
M noch in N, want ook is

a(Q,N) > d(N,M) - d(q,M) = /2,

Dit geeft een contradictie, dus is de stelling bewezen,

Stelling 2,

Indien C7 een halve baan 1s, die in een gesloten deelverzameling K van
het vlak ligt en indien L(C+) een regulier punt Q bevat, maakt de baan
Cq dus Q een deel uit van L(cty.

LBk Qe
POt — - T
/Qw/ Ca

Mc‘#
, L_P({“ ,:-;"Z) = LP(O,gh Qnﬁ

De coordinaten van © noemen wij (%,ﬁ). C is de kromme ¥ =(,wy ) voor
Uy ty. Voor t=t 21 ¥ = (&, 07 en daar P een vectorfunctile is van de
beginwaarden is @ = P(t,%, 7 . Daar Q een limictpunt is van CT bestaat
er een getallenri] tn tn«e<33als n— ©°, zodat de punten Pn met coor-
dinaten %>(tn,§,ﬁ),q)(tn,§,v) tot @ naderen voor n - 90,

Wij kiezen op de kromme dan Pn nicuwe paramcters, nl. de waarden § n?

7]n voor t:tn,)zodat wij deze baankromme schrijven als \f(t,gn,vn)z—'

= w(t+t_.E, M ).

B:%chou?v ;u?ie baan door Q. f §,7,';2) waarbij Q 1is 58(0,2,73 ) en een
punt Q op dezsz baarkromm» Daar P continu is in § en‘ﬁ, zal
gg(%,; ﬁn -y § ’7 als n— 00, want P _—Q. Maar dan zal ook
ff(t+t ,5,7 -)‘fft,r,77) d.w.z. het punt @ 1s een limietpunt van C¥
Dus de baan Cq Pehoort tot L(c™).

Als Q dus een regulier punt is van L(C+), dan is de baan C
limietbaan van C+,

Q ducr Q een
WiJ zien dus, dat E(C+) bestaat ult kritieke punten en limietbanen,
Indien L(C+) uitsluitend reguliere punten bevat, bevat L(C+) dus een
complete baankromme,

In het bijzonder geldt de stelling van

Poincare~@qgggkhn

Indien ¢T ecen pocitisve halve baan is, die in een gesloten deelverzame-
iing K bevat is en indi-- *’C}} fsinitond reguliere punten bevat, dan
is



(1) o ¢t = L(ct) een periodieke baan,

(2) of L(C+) is een periodieke baan,

In het laatste geval noemen wij de limietbaan L(C+)
Om deze stelling te bewljzen, voeren wi] het begrip transversaal ing

een limietcyclus:

Een eindig gesloten 1lijnsegment ! is een transversaal ten opzichte 'van
het veld f als ieder punt van 1 regulier is en de richting van f onge-
1lijk 1s aan de richting van {. Voor deze transversaal gelden de volgen-
de elgenschappen.

a) Ieder regulier punt (x,y) van D is een inwendig punt van één of an-
dere transversaal, die elke richting, behalve die vah I kan hebben,

b) Tederc baan, dle een punt met een transversaal gemeen heeft, moet
hem snijden en al deze banen doorsnijden hem in dezelfde richting.

c) Indien P cen inwendig punt van een transversaal 1s, bestaat voor
iedere & pen cirkel C¢ met P als middelpunt, zodat ledere baan die door
een inwendig punt Cgo voor b~O gaat L voor een waarde van t met 3tl<-&

snijdt.
4 ¢,

; , S

a) b) c)

Eigenschap a en b volgen direct uit de definitie, wij bewijzen alleen
eigenschap c.
Noem de coordinaten van PO(EO,77O) en laat Y een segment zijn van de
lijn ax4+by+c=0. Er is een cirkel om P die uitsluitend reguliere punten
bevat. Dz oplossing P die t=0 door een reguller punt P g 7 ) bij P
gaat is continu in de dric variabelen t, § cn77. Stel

L(t,5,7) =a P+b e, dan 1s L(0, §,:7,)=0 en §E (O:bo UNE é%?+ b %%?
+ ¢c#£0.
Los nu t(go,ﬂo) op uit L( % 77 0, dan is t een continue functie van
(;O,U()), in een qmg@v1ng van ;O,vo). Er is nu dus een cirkel O, om
(Eo,ﬁb) zodat {t(%,M)]< € binnen Cg¢ . De baan door een (%,7) binnen C

<
voor t=0 zal dan 4 op t(§,7) ontmoeten en o]l < & .

De baankrommen, die binnen een begrensd gebied liggen, gedragen zich als
spiralen, Dit wordt uitgedrukt in de volgende stelling:

Als een elndige, afgesloten boog A van een baankromme ( een transversaal

£ snijdt, snijdt zij £ in een eindig aantal punten. De rangorde van deze
punten op # is dezelfde als op C. Als C periodiek is, snijdt zij 2 slechts
in €én punt.

Laat A bepaald worden door P —E?’f g)f+§},t{5t.§t“ waarbij t, en t, ein-
dig zijn. Wij bewijzen eersc, dat A slechus eindig veel punten met & ge-



mbm

meen heeft, Denk nl,, dat er oneindig veel zijn, t1,t2,...tn s da%
hebben deze een verdichtingspunt t op 4. De grootheid

. n
zal dan naderen tot de richtingsvector g%fin het punt t van het veld.

Maar anderzijds is ﬁ,t ::ﬁ de helling van ¥, zodat de richtings-
”~ n ‘

vector in © dezelfde richting zal hebben als 1, wat uitgesloten 1s.

Wij bewljzen nu, dat de volgorde op A der snijpunten dezelfde 1is als op

Y. Loat P1 en P2 twee opeenvolgende snijpunten zijn, b%%ggend biJ twt1
A,

en tmta, dan zal de gesloten kKromme J
gevorm¢ door de baankromme tussen Pﬁ
en PQ en het tussenliggende segment
van & het vlak in twee delen verdclen,
Dan zullen 7, bechorend bij t <t1 en R,
behorend bij t) t, aan verschillende
kanten van 4 liggen als zij voldoend direct bij P1 eh P2 liggen., Laat

R binnen J liggen. Opdat C buiten J komt voor € >t2 moet C door J gaan,
Maar C kan nict door het segment Pqu van L gaan c¢n kan nilet Pan in
tegengestelde richting snijden, C moet dus binnen J blijven, De volgende
doorsnijding P3 met £ 1ligt dus binnen J en valt niet samen met Pg, P2
ligt dus binnen P, en Py op L en op C.

Als Pﬁ en P2 samenvallen, is C perlodieck, omgekeerd veronderstel, dat

P1 nict samenvalt met Pg en dat C periodiek is, Dan moet de boog van R

op C naar Q tcruggaan en dus J snijden, maar dit kan nict en dus moeten
P1 en P2 samenvallen,

Wij kunnen nu de stelling van Poincard-Bendixon bewijzen en merken op,
dat als ¢t en L(Ct) een punt gemeen hebben € cen periodicke baan is.
Inderdaad, laat P1mP(t1) een gencenschappelijk punt van ct en L(C+) zijn.
Het is regulier, want wij beschouwen alleen L(C+) met reguliere punten,
Er is dus een transversaal A mct P, als inwendig punt, Daar P, op L(C+)
ligt moet cencirkel f1 met P1 als middelpunt een punt QuP(%) bevatten,
waarbi] 1 >t,.4+2 13, Neem nu & =1, dan bestaat er, zoals boven 1is bewezen
een 3&?(%) op ¢¥ waarbij l%*gf< 1¢nP op A ligt. Denk, dat P niet met

Pﬂ gsamenvalt, Dan zijn er cendcindig aantal siijpunten met 4 op boog P;§,
de puntrlj van snijpunten van ct met 4 vormt cen monotone rij, die weg-
loopt van Pq. Dan kan echter P% geen limietpunt van ct zijn en ligt dus
niet op L(C*). Dus moeﬁﬂg met Pq gamenvallen en is ¢V periodiek. Verder
zien we dat cen transversaal L(CT)
slechts in &¢n punt snijden kan.
Tenslotte geldt, dat indien L(C*)
een periodieke baan bevat, ziJ
daarmee ldentiek is, Noem C0 de
periodieke baan, die deel ultmaakt
van L(C*) en laat het cen echt deel
zijn.
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Daar L(CT) samenhangend is, bevat C, een verdichtingspunt Q_ van de
rest L(C+)~C . Laat 1 een tranavarsaal door Q  zijn, Iedere cirkel met
Q als midd@lpunt bevat een punt Q van L(C )~C ¢n als Q dicht genoeg
bij Qo 1s, zal de baan CQ door Q de tranav»rsaal 1 snijden. De baan CQ
is een limietbaan en is verschillend van C . Dus 1 heeft twee snijpun-
ten met L(CY), in tegenspraak met het vori@@. Dus most L(CY) met c, sa-
menvallen, Nu kunnen wij de stelling van Poincaré-Bendixon bewijzen.
als ¢t periodiek is, 1s ct=L(c").

Neem aan, dat ¢t niet perliodick is., Daar L(C+) niet leeg is en slechts
reguliere punten bevat, bestaast er cen limietbaan C_ in L(C+). Nu ligt
C, in K dus C_" heeft cen limictpunt P, dat op L(CT) 1ligt. Als 1 een
transversaal door P, 18, dan kan deze L(c*) niet in cen ander punt
gnijden, Daar P 1imidtpunt in C i8 moet 1 C ¥ in cen punt snijden,
dat moet P zijn en dus hebbun ﬂ0+
CO+ en ook C_ periodiek en zij moeten samenvallen met L(C ).

en L(CT) net punt Py gemeen Dus is
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leietverzamelingen met kritieke punten,
Wij beschouwen nu het geval, dat L(cT) een eindig aantal kritieke pun-

ten bevat,

Sﬁelling. Laat ¢ een halve baan zijn, die in een afgesloten deelverza-
meling K van D bevat is, Laat D slechts een eindig aantal kritieke pun-
ten bevatten, Dan geldt:

(1) L(¢T) vestaat slechts uit één enkel punt, dat een kritiek punt is,
waartoe C voor t.-— ©© nadert

(11) L(c*) is een periodieke baan of

(1ii) L(C+) bestaat uit een eindig aantal kritieke punten, verbonden
door banen, die voor t-—» ¥ @0 tot deze kritieke punten naderen,

Bewijs (1), De verzameling L(CT) kan hoogstens cen eindig aantal kri-
tieke punten bevatten. Als L(C+) geen reguliere punten bevat, dan moet
z1j, daar ziJj enkelvoudig samenhangend 1is, slechts ult een punt bestaan.
C+ zal tot dat punt naderen,

(i1) Als L(C+) reguliere punten bevat, dan bestaat zij uit kritieke
punten en limietbanen, Laat CO zo'n limietbaan ;ijn. Deze baan moet een
singulier punt als limietpunt hebben, want als hij een regulier limiet-
punt had, moesthij periodiek zijn. Maar dan was L(C+)=CO. De limiet-
punten van de banen in L(C ) zijn dus kritieke punten. Laat C, zo'n
baan zijn, dan bestaan L+(CO) en L7(C ) elk uit een kritiek punt Deze
punten kunnen samenvallen, Verder zien we: Als ¢t een halve baan 1is,
die in een gebied KCD bevat is en als L(C ct) slechts één kritiek punt

P bevat, dan zal een limietbaan steeds tot P naderen als t —+ ©© of
=3 ~ OO gaat,

Beschouw nu het geval, dat L(O+) cen regulier punt P bevat. Dan is C7
periodiek of niet. In het ecerste geval is L(C+)=C+, in het tweede geval
brengen wij een transversaal 1 door P aan,

Dan is vroeger bewezen, dat C+ 1l in een oneindige puntrij snijdt, die
monotoon tot P convergeert. Begin met t=t1: en achtereenvolgens
Pﬂ*PQ’PB"" Wij beschouwen weer de Jordan kromme J , die wordt gevormd
door de boog PnPn+1 op C en het 1lijnsegment PnPn+1 op 1. Bij Jn be-
hoort een binnengebied I en een builtengebied E . Denk, dat P3 in 11
ligt, Dan volgt uit het voorafgaande, dat steeds I binnen In ligt,
dus ligt L(C ) in I, voor alle n, L(C+) ligt dus 1n de doorsnijding I
van alle In en vormt er de rand van, Om dit aan te tonen, merken wij

eerst op, dat L(C+) in alle I ligt en dus tot I behoort. Daar echter



geen inwendigpunt van I randpunt kan zljn, maakt L(C+) deel uit van de

rand van I, Omgekeerd is ieder punt op de rand van I een limietpunt

van CT. WiJ hebben nu L(C+) bepaald uit het gedrag van één halve baan-

kromme C+. De situatie is echter zo, dat niet alleen deze halve baan-

kromme, maar ledere andere halve baankrommc, die start in een punt P,

dat nlet te ver van L(C+) afligt, L{CT) als grenskromme heeft en ook

in een spiraslvorm tot L(C') nadert.

Wij beschouwen het geval, dat ¢t in het buitengeblied van I ligt en dat

ziJ een regulier punt bevat. Neem dan weer een transversaal door Q. Er be-

stast dan ean aaweongeg?hagfldc rij afgesloten verzamelingen {Tﬁ} zodat

i;é\ de begrenzing van hun gemeenschappe-
X doorsnede I gevormd wordt door L(CY).

Als P dicht genoeg bij L{cT) 11gt,

dan ligt P binnen een I en buiten

de volgende I ned” De halve baankromme

C door P kan de begrenzing van

In en I +1 niet snijden en dus moet

CP binnen I In+1 liggen of 1 snij-
den in het segmunt P P In het

| n+1 ' n+2°
cerste geval moet L(C*) cok in I”“Em+4 liggen. Als N groot genoeg 1is,
dus P dicht genoeg bij L(“ ) 11gt dan liggen er geen kritieke punten 4
in I -Ivoorn) N, want op de (C*) liggen kritieke punten en deze zijn
geisoleevd Dan bevat L(u?) allecn reguliere punten en volgens de stel-
ling van Poincaré-Bendixson moet ziJ periodiek zijn. Vooruitlopend

op een atelling, dle straks wordt bewezen, onafhankelijk van het voor-

afgaande, moet een periodieke baankromme steeds cen singulier punt in
het inwendige bevatten, dat punt moet echter ook in InM I liggen, in
tegenstelling tot onze onderstelling.

Dus moet Cp door het segment P P .. in S binnentreden en vervol-
gens in alle I ., zodat Cp ook nadert tot L(c*).

Wij hebben dus de volgende stabiliteit, BiJj iedere £ 18 een & te vin-
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den, zodat elke baankromme, die op een afstand & van een limietkromme
begint binnen een afstand & van deze limietkromme blijft voor voldoend
grote t, Deze stabilitelt heet baanstabliliteit, en in dit geval posi-
tieve stabiliteit., Als het verschijnsel voor ¢ -~ - ©0 plaats vindt,
spreken wij van negatieve stablliteit.

De vraag naar het criterium dat een periodieke baan C positief stabiel
is, wordt zowel voor het binnengebled als voor het bultengebled gele-

verd door de twee mogell jkheden:

1) Een baan nadert tot C als limietcyclus voor t = ©© of

2) Er zijn periodieke banen in icdere €& omgeving van C. Dat de voor-
waarden voldoende zijn is juist bewezen, immers als één baan tot C
nadert, zullen alle banen, die in zekere omgeving starten, dit doen.

Dat z1]j voldoende is tonen wi] als volgt aan. Neem aan, dat C stabiel

is en dat er geen periodieke banen in iedere & -omgeving van C zijn.

Dan zal een positieve halve baan C+, dle op een afstand ‘<d% van C be-

gint, cen limietbaan L(C¥) moeten hebben. Dan moet echter L(C*)=C zijn,

dus C 1is een limietcyclus. Beschouw nu twee opeenvolgende perlodieke ba-

nen C, en 02, waarbi] 02 binnen 01 ligt, zodanig, dat er geen kritieke

punte; of periodieke banen tussen C2 en 03 liggen. In dit geval kan het
niet voorkomen, dat zowel C1 als 02 positief stabiel in het binnenge-
bied zijn, d.w.z. 02 kan niet tegelijkertijd positief stabliel van bul-
ten en 01 positief stabiel van
binnen zijn. Breng twee transver-
salen 11 en 12, die een baan bi}]
01 en een baan bij C2 snijden en
beschouw het gebled R begrensd
door de boog P1P2, het segment
P,IP2 en boog QQQQ met het segment
Q1Q2. Vervang nu t door -t, d.w.z.

draal de omloopszin op de banen om,
Een baan C, dile op de rand van R begint moet in R blijven en daar in R
geen kritieke punten liggen, moet zij periodiek zijn volgens de stelling
van Poincaré-Bendixson., Dan zijn echter 01 en 02 geen twee opeenvolgen-
de banen,

De index van een singuller punt.

Wij beschouwen weer het vectorveld f e¢n daarin een gesloten kromme J,
die nlet door een kritiek punt gaat. f is contlinu en heeft slechts cen
eindig aantal kriticke punten. Beschouw nu de verandering, die de¢ hoek,
die f(x)maakt met een vaste 11jn als x de kromme J doorloopt. De index
van de kromme J 1s het getal ﬁ%é% = If(J), dat klaarblijkelijk geheel
is, daar de vector wegens de eenduidigheid na het doorlopen weer de-

zelfde richting heeft,
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Nu geldt de belangrijke stelling:

Als de Jordan kromme J geen kritleke punten omsluit, dan is If(J)mO.
Wij verdelen het gebied door J omsloten in kleine drichoeken. Daar f
een continu vectorveld is en f nergens binnen J een singulier punt
heeft, kan men deze drichoeken zo klein kiezen, dat de verandering van
de richting van f langs elkc zljde klelner is dan een willekeurlg
klein getal en dus zeker zo, dat de verandering klelner is dan 2
langs de gehele omtrek van zo'nm driehoekje., Daar het binnengebied van
J afgesloten is, als we de rand J meetcllen, is f daar gelijlmatig
continu, zodat wij cen gemccnschappellijke maximum diameter # kunnen

aangeven die voor alle driechoekjes geldi., Daar de index voor één drie-
hockJe kleiner is dan 1, moet hij nul zijn, Alle drichoekjes doorlo-
pen wij in dezelfde zin als wij J
doorlopen., Buschouw nu twee drichockjes,
die een zijde gemcen hebben, De dranling
die de vector, eecn keer, dat deze zijde
doorlopen wordt, ondergaat, is gelljk
maar tegengesteld aan de draaiing, die
hij de andere keer ondergaat. Do totale
hockverdraaling langs J is gelijk aan

de som van de¢ hockverdraaiingen bij het

doorlopen van de drichockjes, want alle bijdragen van begrenzingen
binnen J vallen weg. Daar de hoekverdrasiing voor elk van de drie-
hoekjes nul is, is dus de totale hockverdraaling ook nul. De index is
dus nul., Verder is het duideligk, dat indien c¢en Jordan kromme 31 een
Jordan kromme J2 geheel omslult, de index van Jq gelijk moelt zijn aan
de index van JB’ indien e¢r geen singuliere punten tusscn liggen,
Breng maar een coupure aan on doorloop

de omtrck van het tussenstuk C, Dan is

de kromme J +C-J2~C een Jordan kromme,

1
die geen singuliere punten omsluit,

dus is haar index nul. Daar de index
van 32’ die in wijzer zin wordt door-
lopen, tegengesteld is aan de index
in J2 in tegenwijzer zin doorlopen,
volgt direct:

If(Jﬂ) = If(Jg).

Onder de index van een singulicr punt verstaan wij de index van een

Jordan kromme, die dat singulierce punt e¢n geen andere omsluit, Dit ge-
tal is blijkbaar onafhankelijk van de keuze van deze Kromme.,

Het 18 nu gemakkelijk aan tc tonen, dat de index van een willckeurige
Jordan kromme J gelijk is aan de som van de indices van de singuliere
punten, dic door die kromme worden omsloten, Om dit te bewijzen, leggen
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wij om elk van deze punten een Jordan
kromme, die binnen J ligt en verbinden
de omslultende kromme J met een andere
en deze onderling door lijnsegmenten.

Zo ontstaat ccn cnkelvoudig samenhangend

geblied begrensd door een Jordan kromme,
waarbinnen geen singuliere punten liggen, De index van het gehcel is

dus nul. 1(5) - 1(p,) - I(By) ... - I(P,) = O,

waarmee de bewering is bewezen. Omtrent de index van een periodieke
baankromme geeft de volgende stelling uitsluitsel,
Als J een Jordar kromme is met een continu varierende raaklijn v, die

nergens op J nul wordt, dan is:

IV(J) = 1,

Voor het bewlijs is hét voldoende om c¢enheldsvectoren u te beschouwen
langs de¢ raaklijn, Wij kiczen het coordinatensysteem X,y zo, dat J
ligt in het vliak y 20 e¢n gan de x as in het punt PO raakt.

De punten van J zijn gegeven door x=™(t), y=(3(t), O£t «£1 waarbi]

t=0 ¢n t=1 mut P correspondcert. Pid)
Y| ¢
Dan 1is |
o e c
_\_f_(‘t)w(ﬁt,(ﬂ) | P(s) 1 B
en . A i |
& z |
MO TTFT ETAT T |
| ® X ORA 1 3
| [
Naast de raaklijneenheidsvector i
u(t) voeren wij een koordenvector

E(s,t) in als volgt: gxs,t) is de eenheidsvector in de richting van het
punt P(s) naar het punt P(t) un'ﬁ(s,s)ég(s). Hierbij is 0 &8s <t g1,

Dan is U(0,0)=u(0) en verder is EXO,W) gedefinieerd als 0(0,1)= -u(0).
‘De hoek, die U(s,t) met de x as mazkt, noemen wij B . In het (s,t) vlak
is Exs,s) een continu vectorveld, gedefiniecerd in de driehoek, begrensd
door ACi8=0, O£t ¢1; CB:t=1, 0 <8 g1, AB: 0 g8 =t £1 en de schuine
zijde komt overcen met de kromme J. K(s,t) is nergens in de driehoek
nul en is verder contlinu. Daar de omtrek van de drichock een Jordan
kromme is, is Ig(AABC)mO cn dus geldt

7.\ NS e .
GAB + pe 8%, = 0.
Langs AC is @ de hoek, ©(0,t) dus de hock, die de koorde vanuit P,

naar de punten van J met de x as maakt; deze varieert van O tot T,

dus is
8 Orey =77,

Langs BC is a O ae hock, die de koorde met cindpunt PQ met de as maakt,
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deze loopt dus van 2717 tot T, d.w.z.
ﬂ@mw ""77”

Hieruit volgt, dat
88, o,

de raaklijn draait over een hoek 27, de index van J t.o.v, v 1s dus
in het (x,y) viak 1,

Voor cen periodicke baankromme is de richtingsvector in leder punt de
raaklijn aan de baankromme, de index van de periodieke baankromme is
dus +1. Daar cen Jordan kromme, dic geen singuliere punten omslult, de
index nul heeft, volgt hieruit, dat binncn ven periodicke baankromme
steeds één of meer singuliere punten moeten liggen, waarvan de som van
de indices de waarde één heeft,

Om nu gebrulk te kunnen maken van deze begrippen, moeten wij voor de
verschillende typen singulicre punton de index berekencn.

Wij beschouwen weer het tweodimensionale systeem:

e

= ax + by + £(x,y),
= ¢cx + dy + g(x,y),

Gt e

waarbij ad-bef0 is,

f en g zijn continu in cen cirkel om O: Ogr=V x§+y§5 3 ¢on f=0(r),
g=0(r) als r — 0,

Er is dus een omgeving van O aan te geven, waarbinnen geen tweede gsingu-~
lier punt ligt.

Het ligt voor de hand, dat de index van O t,o0.v. het complete systeem
gelijk 1is aan die t.o.v, het benaderingssystecm,

Daartoe beschouwen wij cerst twee continuce vectorfuncties u en v op een
Jordan kromme, die niet nul worden op deze kromme en nergens tegenge-
stelde richting hebben. De index van J t.o.v. deze twee vectorsystemen
is dan geld jk.

Wij vormen een continue overgang tussen
u en v in ieder punt en definieren een

vector
uw(s) = (1-s)u + sv (0€s <) >
Dan is w #0 voor 0 <s £1, want w(0)= u,w(1)=v

en als w(s) = 0, voor een 8#0, of 1, dan geldt u = ~?%§g (0O<s <)

dus u zou tegengestcld aan v zijn, wat uitgesloten ie. De index I.(J)
is klaarblijkelijk een continue functie van 8 in het afgesloten inter-
val 0«88«11, Daar ziJj cchter cen geheel getal is, moet z1ij onafhanke-
1iJk zijn van 8, d,w.2. voor 8=0 ¢n s=1 heeft z1j dezelfde waarde.
Iu(J) = I,(J). Hiermce kunncn wij de stelling bewijzen:

e
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De index van elke oorsprong t.o.v. het vectorveld
| U= {ax + by + £(x,y), cx + dy + g(x,y)}
en Vv = {ax + by; cx + dy}
is dezelfde,
Wij moeten eerst laten zien, dat u en v op cen kleine cirkel r= &

nlet tegengesteld zijn. Denk, dat dit op een punt x=0 cos l?',ymfs sin\?'
het geval is,

Dan is voor een zckere g de vector
W=u+sve (148)v +g=0 (08 «1).

waarbij g = (f,g).
Dit betekent

(148)° Hy )12 = gl °
of (1+s)2c§l{(a cos '+ b sinﬁ‘)%—(c cos Fad sinlg'}gj = ife-i-gzg .

Nu is
min {(a cos %+ b siraﬁ')e«i—(c cos ed siny)gjl =m>»0

daar ad-bc#0, Dus geldt:

vl > mé en dus zou voor alle &> 0
n“(148)° S P gl °.

Daar cchter gl mO((S) komen wij op een contradictie, Ook zijn niet
u en v=0 op de cirkel, v= 8 zodat de stelling geldt,
Wij behoeven nu alleen nog maar de index voor het benaderingssysteem

{)'c = ax + by

¥y = cx + dy

te berckenen,

Stel x: rcos l?', ¥y =r 8in \9’, dan 1is de hoek, die de vector met de x as

maakt o ccoaFrdsin
arctg
a cc;s'l?'«x»g sin®

en de index is

2m +00
I(J) = md 4 apcte S cos+d sint* a (ad~bc;ﬂt I
AN -5 APCE oS YD BRI T | (cFdt)e(a b}
+00 © Qo
ad-be dt(b%+d°)
= Ty vy ~ = +1 als ad-be > O
-04“’ +d )tmb«t—cd} +(ad-be) -1 als ad-be < 0.

Het geval ad-bc < 0 karakteriscert de gadelpunten.

Wij vinden dus, dat uitsluitend voor de zadclpunten de index -1 is,
voor alle andere typen singulicre punten is de index +1.

Binnen ecn gesloten baankromme kan dus nooit ¢én zadelpunt liggen zon-
der andere singuliere punten,



‘ Niet-lineaire differentisalvergelijkingen

door
Prof.Dr R, Timman
25 mei 1956

Wij beschouwen nu, aansluitend aan de algemene theorie van de topolo-
gigsche methoden de methode van Liénard en wel eerst voor de differen-
tisslvergell jking

X + f(x)x + x = 0,
waarbij f(x) een rele even functie is van x,

Stel cerst
V:z?.(

dan wordt de vergelljking:
g% + f(x) + % = 0.

Voer nu in de variabele

y:V'FF(X)
X

F(x) = j £(g)dt

Q

waarbi]

een oneven functlie is van x,
Dit geeft:

gl-!- X = 0
X y-r{x) '
De normaal op de baankromme door het punt (xﬂ,y1) heeft tot vergelij-

kKing:
(x—xq)dx + (y—yq)dy = 0

of wel (x~x1){y1-F(x1)} -(y-y,t)x1 = 0.

Het punt x=0, yaF(xq) voldoet blijkbaar aan dcze vergelijking, Voor
alle punten (x1,y1) met vaste x, gaat de normaal dus door het vaste
punt 0,F(x1), zodat het richtingsveld direct geconstrueerd kan worden
in het (x,y) vlak.

Daar F(0)=0 is de oorsprong het enige singulicre punt van de differen-
tisalvergell jking.

Als y=F(x)iv g% = o , dan is de raaklijn dus verticaal, vo r x=0 1is

de raaklijn horizontaal.

D¢ baankrommen zijn symmetrisch t,o.v. de oorsprong, vervanging van x
door -x en y door -y verandert de vergelijking niet. Wij zien dus, dat
als wij in cen bepaald punt A met st.yA
Y-as weer snijden in een punt B met negatieve yge Nu is er cen tweede

op de y-as beginnen, wij de
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snijpunt Yg=-¥pg ¢h z0 ontstaat de spiraal. Dit vocrt tot het vermoc-
den, dat er cen limicteyclus moct zign.,

Het bestaan van deze limieteyclus bowijzen wij nu, in navolging van
Levinson en Smith voor d. icts algcmenerc vergeligking

X + £(x)% + g(x) = 0

waarbij g(x) cen oneven functie is, diuxvoor x>0 ook » 0 is,
Verder veronderstellen wij, dat F(x)= .j £(8)d§ cen enkel nulpunt A
heeft voor x=a e¢n voor x>a, monotogn Ostijgund is.

Wij vinden nu de vorgelijking c

g% " ?I%%g% =0 C

De symmetrivconditics zign
dezol1lfde als boven.

Ecn baan, die bogint in
(O,yc) moet, als hij gesloten R
is, ook gaan door (O;¥:),
Om te bowijzen, dat cr 3én

en slochts ¢¢n periodicke
baan 18, beschouwcn wij de

&)

functie
U(x,y)= 4y%+a(x)
waarblj X o
6(x) = [e(s)ay . |
3 D
Schrijf daartoe de vergelljking nls
g% =y g—% + 5(x) =

X
- - TEG - w00 -
. . & Fix
- - S0,



dus langs cen boog AB van een baankromme:
B B jB |
au _ - dy _
~S % 0% = Ug-U, = VS F(x). 3% dx = F(x).dy.
A A A

Beschouw eerst een baan, dic de kromme y=F(x) in een punt C links van
A snijdt en de y-as in dc punten Q en R. Dan is

R
~$ du < O
Q

daar F(x)< 0 e¢n dy>0 1is. Verder is deze bijdrage begrensd.
Beschouw nu twee banen, die de kromme y=F(x) rechts van A snijden in S
en S' (S' rechts van 8) ¢n de y-as in de punten C en D resp. C!' en D',

Dan is weer C
D ot
ot -y = | R(x)ay.
Dl

Beschouw het stuk tussen E en F, resp. E!' en F', de snijpunten met de
1ijn x=a, Dan is hier

B B
j U= Uy - Up = | F(x)dy>o0
I F
en verder, omdat F(x) monotoon tocneemt
B! E
5 dU>de.
B! F

De totale integraal UC--UD bestaat dus ult cen begrensde negatieve bij-
drage van DF en EC en een met steeds verder gaande € en D onbepaald
toenemende (wegens de monotonie van F(x)) positieve bijdrage. Dus zal
zeker op de duur UC—UD>>O worden, d.w.z. er is een baankromme, waar
Uo=Up 1s. Maar voor x=0 is G(x)=0, zodat Jo=-¥p en een gesloten baan-
kromme is verkregen,

Wij gaan nu weer terug naar de vergelijking van Liénard waarbij g(x)=x
i1s en schrijven inplaats van f(x) ~ £(x).

X + 4f(X) % +x = 0.
Neem ecrst s klein,
De vergelijking schrijven wij als:
X dx + y dy - ~F(x)dy = O.

Als s« =0 zijn de baankrommen de cirkels

x2+y2= const.,
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Als pa+ klein 1s, zal de baan welnig van een cirkel verschillen., Wij
zoeken nu voor kleine a+ deze baan met het criterium

D

¢
Voer daartoe poolcoordinaten in

0 Qy
X=rsind , y = r cosJ,

zodat de vergelijking wordt:
rdr - «P(r sin ¥ ), [ cosd .dr - r sind .dt‘ﬂ =0
of

P p— &
g-g—:—,n.&., “(g :lﬁg)gof? W o-p F(r sinJ).r siny .

De conditie wordt dan:
T

j F(r sin & )r sind daJ =0,
0
waaruit r bepaald kan worden.
Indien f(x)=x2~1 ontstaat de vergelljking van Van der Pol,
Dan is F(x)= 1 x3—x en de voorwaarde wordt:
3 T
j[% rIsin Y - p sin 23] aJ =0,
0
of wel

r2
T - -1 =0

dus r =2,
Als a>> 1 18 de benadering uitgevoerd door Liénard,
Stel nu y= mz, zodat de vergelijking wordt:
{z - F(x)} dz + ;% x dx = 0
M
of bij benadering

[z - F(x)] dz ~ o.

De baankrommen zij dus stukken van de 1ijn z=F(x), verbonden door hori-

zontalc 1ijnsegmenten, >
Om de snelheld na te gaan, waarmee
dit circuit wordt doorlopen, kercn
wiJj terug tot de vergelijkingen

. dy dx o dx at
® Y~ AMBE(X) Vv N
die in de nicuwe variabelen wordt:
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dtw—}&%ﬁ
d
dus a%" G(F})

Verder is z®F(x) op het stuk langs de kromme z=F(x) dus

dz .

d= ",..,\jf(x)’

dus:
ax _ 9%/g¢ o(2)

at = 6575; N =i

De snelheld, waarmee het punt bewcegt, 1s dus klein en de versnelling

oA
is van de orde -2
Verwaarlozen wilj deze versnelling, dan wordt de vergelijking

}Jf(x)i + X = 0.

De twecede orde-vergelijking is dus gedegenereerd in een eerste ordever-

gelijking, het punt ncemt lange tijd om langs deze baan te bewegen.
Op de horizontale lijnen is dz« 0, z=const, is z-F(x) elndig, zodat

2
%% = O pm) en 32% = O(/Ag).

Dan wordt de vergelljking juist
X +/V~f(7())‘(n O

en de snelheid hier is Juist heel groot.

Storingstheorie

1. D¢ stelling van Poincard,

WiJ bespreken nv methoden om inderdaad periodieke oplossingen te bere-
kenen en wel is dit in het algemecen alleen goed mogelijk voor het ge-
val, dat het systeem vergelijkingen

X = f(x,pm) (1)

een klelne parameter a bevat, Indien de vergelijking voor M =0 een
gemakkell jk aan te geven periodieke oplossing bevat, kan bij benadering
een periodicke oplossing voor m #0 {w4~<< 1 worden gevonden,

De methode berust op ecn stelling van Poincard (Méthodes nouvelles de

la Mécanique céleste I).

Indien de functies f(x, ) ontwikkclbaar zijn naar X en ap voor alle t
met¢3<?:<t1, dan bestaat er ven oplossing E(t,pA,g), dic voor t=0 de
waarde a8 aanneemt en eveneens in cen machtreeks naar t,f*,ﬁa kan worden
ontwikkeld,

Wij denken nu, dat de oplossingen van (1) worden ontwikkeld in ¢en reeks
naar pa

im?&{}'}“!&‘iﬁ +iu”xf,+_‘,.‘ ¥
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waarbil] X, cen functie 18 van t en a,
Substitutie geeflt

X, = f_ .%
=1 X, -1

X = I o2y 4 -
-0

waarbil] Xm ontwikkeld 1is in XgoeenXy 4 €D verder van X, en ¢ afhangt.
Allercerst nemen wij een oplossing, die voor t=0 nul is. Dan kunnen

+ Xﬂ

de opvolgende colfficiénten uit de opeenvolgende differentiaalverge-
1ijkingen worden bepaald.

Wij zoeken cerst cen opleossing, die nul is voor t=0. X=6(t, ).

Nu nemen wij aan, dat de functies g(ﬁ,ﬁA,t) voor alle waarden van t
in een interval O<¢ t < to kunnen worden ontwikkeld in machten van am
en x-6(t,0) d.w,z. dat de particulicre oplossing x=6(t,0) niet door
cen singulier punt van de vergelljking gaat,

D¢ stelling van Poincaré zegt nu, dat 6(t,~) ontwikkeld kan worden
in machten van e ,indien aa voldoende klein is,

Wij kunncn zelfs aannemen, dat ﬁ(g,ﬁa)zo voor X = m =0, want wij kun-
nen y= ﬁ-g(t,O) als nieuwc variabelen invoeren, zodat het systeem
voor m=0 de nuloplossing heeft.

WLiJ stellen nu dus: laat g(l,f*) ontwikkeld kunnen worden naar s en
¥ en nul zijn voor y=a=0.

Nu stellen wij de formule reeksen op

2
Y= Yo+ MVq b Yot

De rechterleacn f kunnen voor<3<t;<ﬁo worden ontwikkeld naar y en m,
de convergenti stralen van deze reeksen variceren, ncem de onderste
grens, In dit geval kunnen wij getallen M en & vinden, zodanig, dat
de coéfficiénten in de machtreeksenvoor £ in absolute waarde kleiner
zijn dan de overeenkomstige co&fficiénten in de machtreeks voor de
functie

hthew

M(xq+x04. .o+ m) [$+m(xﬂ+x2+...+paﬂ

1- e x *32*...+Xn+f4)

1
Door het formele stelsel op te lossen voor het systeem

dz
ar = h(g;ﬁ*)

krijgen wilj con rceksontwikkeling, die de reeks voor ¥y majorcert, zo=-

dat de rceks voor y zal convergeren in het convergentiegebicd van deze

reeks .,

P tf& 1 s
s + o + +“‘? —é‘ Ak o 02
Mf} &Aa ® & ®» BEwx

dan gecldt:
ds n M alas
at ~ -8



d 2 ds
of nMdtS—é—’m‘.

Daar voor t=0, s= = is

3 fass
n Mt = log — - log — s
(s+1) (o +1)
Dan kan & ¢n ook Zas By ontwikkeld worden in een reeks naar pm, die

voor voldoend kleine M convergent is,
In de oorspronkelijke variabelen is dan cen ontwilikkeling in x-a gevon-
den, zodat ook nog naar a kan wordcn ontwikkeld (a is beginwaarde).

2. Periodicke oplossingen voor systemen met twee graden van vrijheild,

Beschouw nu het systeem

.

X

i

ax + by + prq(x,y),
cx + dy + /xfg(x,y),

i

waarbil) f,l en f2 niet lincair zijn e¢n m klein 1s, f4 en f2 zijn analy-
tische functies van hun argumcnten. Voor m=0 1s het systeem linealr
en het heeft, zoals wij vroeger hebben gezien, alleen periodieke op-
lossingen als

a +d=0 en ad-bc>0 is,

Wij kunnen dus zonder de algemcenheid te schaden, direct stellen

X = -y +/~*fq(xﬁy)
y +x +ﬁdé(x,y).

|

Het stelsel voor ae=0 heeft dan zclfs oneindig veel periodileke oplos-
singen.,

X = Xo(t,K) = K cos &
.{y = yo(t,K) = K sin ¢t
met willekeurige K,
WiJj veronderstellen nu, dat cr voor kleinc waarden van ac#£0 ook perio-
dicke oplossingen zijn, dic voor m=0 in ¢en van deze verzamelingen

overgaan met zckere K. Deze oplossingen stellen wij voor door

x(E,pm,K), Y(E, o 0K)

¢n s8tellen voor ©t=0
x(0, muK) = K+ B y(0, +,K) = 6.

Volgens Poincard kunnen x(t, a,K) eén y(t, 2 ,K) nu in machtreecksen naar
Ms [bq €03, worden ontwlkkeld.



Niet-linealre differentisalvergeli jkingen

door

Prof.Dr R, Timman

8 juni 1956

Storingstheorie,

1. De stelling van Poincaré,

Wij beschouwen een systeem vergelijkingen

dx

waarblj de rechterleden functies zijn, die in een gebied G met uitzon-
dering van een eindig aantal punten niet alle nul zijn en analytisch
zlJjn. De functies hangen van een parameter m af,

In het geval, dat voor =0 de oplossingen van (1) bekend zijn,
ligt het voor de hand te proberen de oplossingen van (1) voor kleine
waarden van M #0 te vinden door middel van reeksontwikkelingen.

Dit idee gaat terug op Poincaré (Méthodes nouvelles de la méca-
nique céleste, I, p.58).

W1lJj geven hier de fundamentele stelling van Poincaré met zijn
bewljs weer,

Indien het punt x=0 geen singulier punt is heeft het stelsel (1)
een oplossing, ¥ (t,a), zodat ¥(0, s)=0. Poincaré onderstelt nu, dat
de functies f ontwikkeld kunnen worden in machten van x - QK0,0) en M,
Dit kan ook anders geformuleerd worden door te zeggen: de baankromme
A= QKt,O), behorend bij M=0 gaat door geen enkel singulier punt,
Volgens Poincaré kan nu de oplossing ﬂr(jx,t) ontwikkeld worden vol-
gens opklimmende machten van M, indien | Av| voldoende klein is.

Allercerst neemt hij aan, dat het punt X=0 voor m =0 cen singu-
lier punt is van de vergelijking £(0,0)=0, d.w.z., datIZ(t,O)mO. In-
dien dit nilet het geval is, kiczen wij i':g~gﬁ(t,o) als nieuwe variabe-
len., WiJ kunnen dus onderstellen, dat g(inﬁk) ontwikkelbaar is naar x
o Llrap) = L+ g + 2£g+/~'~3£3 IEREE

Substitutic van de reeks:
X = ﬂt(tafL) = é%o(t) +JAL§§(E) f/&zﬁfg(t) {f&3é§(t) touno

levert een stelsel recursicovergelijkingen; verkregen door opeenvolgende
machten van AL links en rechts aan de differentiaalvergelijking gelijk
te stellen,

Virder 1s voor t=0 x=0.

i

De functies Sk ziJn ontwikkelbaar naar machten van x~, WiJj kunnen dus

functies g vinden, zodat de¢ coefficienten in de reeksontwikkeling in f
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in absolute waarden kleiner zijn dan de coefficlenten in de reeksont-
wikkeling van g, dle positief gekozen kunnen worden.

Stel daartoe
M(Xq#Xo# o oo #X 40 ) {ﬂ+«u(x1+x2+..,+xnﬁp.ﬂ

L

g1mg2& ‘» ,wgnsz

waarbl] % < kleinste convergentiestraal.
De oplossing van de vergelljkingen

e (2)

kan nu worden verkregen door een formele recksontwikkeling waarvan alle
coefficienten positief zijn. Bovendien is het aan te tonen, dat deze
reeks de reeks, behorend bilj f majorcert. Aan de andere kant 1s het
stelsel (2) direct op te lossen, Stel daartoe

x1+x2+...+xnﬁ/k=8/a ,

S- ph X §
zodat Kp=oo =X = 5 en

dS _ n M S(1+8
- oSSl

Hieruit kan S worden opgelost:

1-8 _ 1 2
n M dt = dsS = (g- - m) dS.
n Mt = log -§L—n - log ~51é5~—2 .
(1+3)° (14+o0 )

S en dus ook KpeooXy kunnen dus ontwikkeld worden volgens opklimmende
machten van f4 , indien t voldoende klein is. De rceksen voor de oplos-
sing van (1) zijn dus ook convergent.

2. Periodiciteitsvoorwaarden,

Wij beschouwen nu eon systeem differcntiaalvergelljkingen

X = ax + by + M1, (x,y), (1)
y = CX + dy-%/¢f2(x,y),
waarbij f1 en fe niet-lineaire analytische functies zijn,
Voor M =0 wordt het systeem lincair. De karakteristicke vergelljking

is )
8% - (a+d)S + (ad-be) = 0, (2)

Periodicke oplossingen voor =0 komen overcen met zulver imaginaire
wortels van vergelijking (2).
Dus: a+d= 0 ad - be » 0,

In dit geval zijn er oneindig veel periodicke oplossingen van de vorm:

X = xa(ﬁ,x) = K cos wt
y = y@(t,K) = gK sin (w t+f)
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waarbij w =\ ad-bc en g bepaald is.

De faschoek X en de amplitude K zijn integratieconstanten, De periode
21
is

L]

Veronderstel nu, dat er voor kleine waarden van M #0 een periodie-
ke oplossing x=x(t,m ,K); y=y(t, M ,K) is.
Voor t=0 zijn de oplossingen x(0,m ,K) en y(0, m,K) en wij schrij-

X 0,K 3"}’

v +(3q.

ven

i

x(0, M, K)
v(0, (4, K)

it

Volgens de stelling van Poincardé convergeren de ontwikkelingen
x(t, m,K); v(t,M,K) in machtreekson naar’/&,[31 en @, indicn
ylnpﬂi, ‘Bg) voldoende klein zijn. Schrijf dus de¢ oplossingen in de vorm:

X = X(t,)l., {Bﬂ:ﬁg:K)E y=y<tr/u'#f9 1113 QJK)'

Van cen oplossing in de buurt van cen perlodieke oplossing voor il =0
met periode T veronderstollen wij, dat de periode T+T 1s.

X(T+#T 5 1, B 45 BosK) - x(0, 4, B,,B8,,K) = O,
V(T+T 5 05 Bas B00K) = v(O, 05 B4, 0:K) = O,
waarbij €, ﬁq’ ﬁg functics van M zljn met:

T0) = B,(0) =B,(0) = 0.

i

Daar de fase willckeurig is, kunnen wij ﬁqmo stellen,
Stel dan
X(T+T , M,0,8 ,K) - x(0, x,0, 8 ,K) =¢ (T, m, 3,K)=0
y(T+t :/«MO:@:K) - y(0 s M0, @, K) "’f‘(t:}u9ﬁ’K) =0

Daar voor M =0 deze vergelijkingen ddentiek in K vervuld mocten zijn,
stellen wij:

"P(T» );‘-‘*Q‘G;K) = M \?q(t)#’ﬁ:}{)ﬁo
\Y(T' s fhoy ﬁaK) = fA \Yq(t!/‘ttﬁ IK) = 0.
Stel, datt (M) en B (M) ontwikkeld zi)n In cen machtreckss

-y
t‘

t(m) = dur Goplm) = d e e T

Door ontwikkeling van agﬂ an \yﬂ krijgen wij:

Kfqmlfﬂ,,"ﬁ"ﬁf&ﬂ'ht#"éﬁ* e = 0
4 w\f01 A, ME P T C16 tooe = 0,

of wel tot op eerste orde termen
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Por +p(2 + bd + cd,}) = 0

Waj +}L(aq+qu + cﬂdq) = 0,

Voor voldoend kleine p moet hieraan voldaan worden, zodat
Poq= Wo1(K)”O;K¥o1z Yoq(K)=0 en

a + bd + cdq:O; aﬁ+b1d+c1d1u0.

Om inderdaad hierult waarden van d cn d1 op te kunnen lossen, moeten
wij veronderstellen, dat

b ¢ M1 sl 3 (9,
;’\}'»E T,

Alleen dic¢ periodicke oplossingen, vooru =0, waarvoor (PDq(K)m %gq(K)zO
zullen periodieke oplossingen voortbrengen van waarden vooq}&-#O.
Wi) passcn deze beschouwingen toe op de vergelijking:

}'(. +/.A, = /U-f'(X_.”).(v)
en beperken ons tot cen benadering van de cerste orde.
aat x=x(t,M, ﬂq, ﬁE,K) cen periodieke oplossing zijn in de omge-
ving van S =0,
Stel dan
X=p ARG, +B R, + CMus
waarbij ch,A,B ¢n C functies van t zijn.

Dan is
i::@o +Zipq +E§@?-+ﬁ o

Door substitutie en vercclijking van overcenkomstige coefficienten komt

aor

A+A=0
B+B=0
C+C = ?(XO,KO).

Dear, voor t=0
Pa= x - Xy = A4+ B o+ CM,

»

Bo= % - x_ = A B4t B o+ Cpm,
verkrijgen wij als beginvoorwiarden voor t=0

A=1, B=1
Bxlimcmén@.

Dus wordt de oplossing:

A=cos t, B=s3in t,
€

c vej if’(x“‘,*; Y edin (t-n)du,

¢}
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Daar wi] periodieke oplossingen zoeken, berekenen wij A,B en C na één
periode, Voor A en B is deze 2T :
Alem) = B(2w)=1, A(2W) = B(2m )=0.
t 2m
c{(amw)= - J f(xo,io) sin u du, C€(27)= J f(xo,io)cos u du.
0 (o}

Stel nu, met xO(t)mK cos t, io(t)moK sin t, dan komen (via C) de
voortbrengende amplitudes K reeds in de ultdrukkingen van @,1 en f32
voor, zodat wij de vergelijkingen, die de periode 27T +T geven, kKunnen
schrijven a2ls:

l?('c,t/uw ﬁq:{afa)”of \‘}’(t:/u*: p,‘; (32)=0.

Nu is, voor kleine T
x(2m+T ) = x(2T) + T x(27 )+....
X(2m+T) = x(2T) + T R(2T)+....

of wel:
x(emet) = x (27) + A(2m) B+ B(2T) Borc(am)ueTx (27 )+, ..
x(em+e) = % (2m) + A(2m) B+ B(2T) p+C(2T)m+r TX (2T )+,

of wel, daar x(0)=x_+f3,, x(0)=x_+ (3»2,

i

x(2m+t)-x(0) = C(2mM)m+ ... =0

x(2m+T)-x(0) = -KT + é(BTT)//A + oo =0

of wel em
c(2m) = —‘J f(K cos u,-K sin u)sin u du = 0O
) © or
cLerr AL Vry
T= =4 f(K cos u,-Ksiru)cos u du =t Y(K).
)

Hieruit moet de voortbrengende amplitude K worden bepaald.
Dan volgt de correctie Y op de periode, indien C(271 )#0 is.

Voorbeeld,
Als voorbeeld beschouwen wij het circuit van fig.1 met inductieve roog-

terkoppeling,
De differentiaalvergelijking is Ia
iﬂ —
di ‘ 1(° . 4 o d I
Lgp + RL+ §J' Ldt o= )R A 1 )
O

Ia = anodestroom. Laat I, als Fm4pe VAA;,;{

functie van de roosterspanning

gegeven worden door:

K'Q .l
¥ e & fig .1
I& = IO + 8‘?\:&: + ;‘?JQV% L P g



-6-

Wij verschuiven de oorsprong en veronderstellen, dat de karak%eristiek
symmetrisch 1s. Voeren wij nu een dimensieloze variabele v = Vg

(V. = verzadigingsspanning) in, dan kunnen wij schrijven:
[l

3
I, = V( ﬁqv-gq v7)

a

waarbij Pq en 51 positicf zijn.
Wij drukken nu alle grootheden.in v uit

1 .4 s 4 a1
V‘E‘”\T;Jidtfv“cvs’v”cvsa"c"

Door differentiatie ontstaat
artl arI
a dv 2y
= T - oaw = Vsl Py3 dv)v.
Substitutie geeft de differentiaalvergelljking
‘- . 2 .
e ¥ o+ [RC -2 (P4-3699)] ¥+ v = 0.

Voeren wij een dimensieloze t€ijd T in door T =<Dot;LDO= Tf%@ , dan

kan de vergeliljking worden geschreven:
2
a~v . 2 v
v ep[BO) - 3800 ] &

o)
<

Voor‘fL=O zijn de voortbrengende oplossingen van de vorms:

v, o= (?O(t) = K cos t, §O=<ﬁo(t = - Ksin t

en f(vo,'\'f = - /31{ sin © + 351{3 cos°t sin t.

o)
De voorwaarde voor K wordt dus:

21T
j [—pK sin t + 36 K2 cost sin t] sin t dt = O,
0

waarult volgt:
px - 281 =0
2 L3

of K=;3——5—.—.

De amplitude van de trilling wordt groter als J kleiner is, dit is
duidelijk, want S geef't het limiteringsmechanisme.

Het Dblijkt, dat in de¢ eerste orde theorice T niet verandert,

Om verder te gaan, moeten wi) tweede orde theorie toepassen.

Het blijkt, dat tenslotte

e e Vol cos [ (-0 ) o (- RIVGE sin 3 (1A ey
+/ug—@\/3-§_—sin [(ﬂ_/i%@f)t +x}/] +/u,2[...} C e

waarvlj ﬁ) een willekcuraige laschoek 13.



